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Variables de Estado

Ecuacion de Estado y la segunda Ecuacion de Salida

[ %(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(?)

(x(k+1) = Ax(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)

A, B, C, D: matrices reales.

u, y, x. vectores: Entrada, Salida Estado.
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Variables de Estado

> D

L ~X(s x(s) + P y(s)
T
A <

Figura 1: Diagrama de Blogues de un sistema continuo
en representacion de espacio de Estado
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Variables de Estado

> D

u(z) + ~ox(2) —x(2) X y(2)
T
A <&

Figura 2: Diagrama de Blogues de un sistema discreto
en representacion de espacio de Estado
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El concepto de Estado

El Estado de un sistema en el tiempo ¢, (0 en k; S
es discreto) es la cantidad de informacidon necesaria en
ese Instante de tiempo para determinar de forma unica,
junto con las entradas u, el comportamiento del siste-
ma para todo ¢ > ¢, (0 paratodo k > k si es discreto)
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Variables de Estado

Las Variables de Estado pueden tener o no
sentido fisico.

Las Variables de Estado pueden o no ser medibles

Para un mismo sistema dinamico las Variables de
Estado no son unicas; de hecho, se pueden definir
Infinitos conjuntos de variables gue sirvan como
variables de estado.
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Ejemplo

El comportamiento de un circuito RLC serie queda
determinado por v(t¢) y los valores de ¢7,(07) y
ve(0T), por esta razén, las variables iy (t) y ve(t)
sirven como variables de estado.

R L
(2) -
+ vp(t) — — +
v(t) i) o ==ue(t)

Figura 3: Circuito RLC serie
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Ejemplo

Kirchhoff:
Rir(t) - Ldijhft) Fuc(t) = v(t)
iL(t) = Cd?};jt(t)

Reorganizando...

dvc(t) _1 .
gt =gt




Ejemplo

dt ;
dvc(t) _1 ,

=—ir(t
dt CZL( )
En forma matricial:

][ 1

Ademas...

ol =11 o] e



Ejemplo

En resumen, una representacion en variable de estado

del circuito estaria dada por las ecuaciones

/

\

dip(t)/dt

dvo(t)/dt

jvlz(t)_
_iL(t)_

_R/L
1/C

R
1

que son de la forma

“1/L
0

0| |ir(t

0_ _?}C (t)_

_iL(t)_
_UC (t)_

s

—~p.10/154



Otro Ejemplo

Un motor eléctrico de corriente continua controlado
por campo; corriente de armadura constante; carga de
momento de inercia J; coeficiente de friccion viscosa
B; velocodad angular w(t).

Ry Ly
60—
J B
ORI C
i) w(t)

Figura 4. Motor DC controlado por campo

—p.11/154



Ejemplo

Circuito eléctrico de campo es

dis(t)
flt = vs(1)

La corriente de armadura es constante: par motor 7°(t)
generado es directamente proporcional a la corriente
de campo con una cierta constante de
proporcionalidad K, es decir

I'(t) = Krig(t)

Ryip(t) + Ly

Newton
T(t) — Bw(t) = Jdu;—](ft)
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Ejemplo
Las ecuaciones pueden escribirse como

dif(t) B Rf 1
dt Lf

2 = ELinn) - St
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Ejemplo
que en forma matricial se convierten en

o) = s 1) [0

| o)



Ejemplo

Si seleccionamos como variable de salida la velocidad
angular, obtenemos una representacion en variable de
estado del sistema:

dist)/at| |-ryr, o | i) Ly

dwy/dt| | Ko/l BJT| |w(t) " 0 (0
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Otra posibilidad...

Variables de estado: T'(t) y w(t)

r —

ar(6)/dt| | —BiKe/L;
do)/dt| |1

] =[o 1] |

0
B/J




Otro ejemplo

A continuacion se presenta un modelo lineal simple
del crecimiento demografico de una sociedad. Se ha
distribuido el total de la poblacion por franjas de edad:

r1(k) . Poblacion con edades entre 0 y 10 afos
zo(k) . Poblacion con edades entre 10 y 20 afios

r,(k) : Pobl.coned.entre (n —1) x 10y n x 10 anos
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Ejemplo

Si denotamos por y(k) la poblacion total de la
sociedad en el periodo £ se tendra:

y(k) = x1(k) + zo(k) + - - + 2,(k) = Zazz(k)

SI tomamos cada periodo como un intervalo de 10
anos, en el periodo £ + 1 las personas que en el
periodo £ estan en la franja ¢, estaran en la franja

k + 1 en el periodo 7 + 1, salvo aquellos que mueran,
es decir:

SIZZ(]{—I—l) = 5137;_1(/{)—’)/@'_133@'_1(/{) 1=1,2,3,--- ,n—1
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Ejemplo

en donde ~; es la rata de mortalidad para la franja de
edades numero ;.

Para encontrar z1(k + 1), es decir el nUmero de
personas que nacen en el periodo &, podemos suponer
que cada franja de edades tiene una rata de
reproductividad diferente v;, es decir:

r1(k + 1) = rnz1(k) + voxe(k) + - - + vz, (k) =

Z?:l viwi(k)
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Ejemplo

AR ) L G
2o (k + 1) ' =7 T g k)
z3(k + 1) S B
3 | 0 1-4 0 -- 0 0 °
Tn-1(k+1) 0 ) 0 oo 1—mi 0 Tn—1(k)
| zh(k+1) ) T za(k)
:I?1(k)
Cl?g(k)
I3 k
o] =f 11 ]| Y
xn_l(k)

N xn(k) a — p.20/154



Ejemplo

Ademas, podriamos considerar los fendmenos de mi-
gracion como entradas al sistema. Definamos u; (k) co-
mo la diferencia entre el numero de inmigrantes y emi-
grantes de la franja ¢ en el periodo £; con esta defini-
cion el modelo se convierte en
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1/1 V2 “ o e

1 0
0 1

VUn
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Representacion de £stado a par-
tir de ED

Supongase un sistema dinamico continuo descrito por
la ecuacion diferencial

d™y(t d"ty(t dy(t
o Tl ?{():---ml y(?)
dt" dtn—1 dt
¢ QUE representacion en espacio de estado se puede ob-
tener?

Faoy(t) = u(t)
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Representacion de £stado a par-
tir de ED

El comportamiento del sistema queda univocamente
determinado si se conocen las condiciones iniciales
y(0), 7(0), - - - 4D por lo tanto podemos
seleccionar las siguientes variables de estado:

1(t) = y(t)

To(t) = 22—?,{ = 21(%)
r3(t) = % = Zy(t)
Tn-1(t) = ZZ;? = &n—2(?)
T,(t) = fltn_gl/ = Tp-1(t)
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Representacion de £stado a par-
tir de ED

La funcion puede escribirse como




Representacion de £stado a par-
tir de ED

C&1(t) ] [ O 1 0o - 0 | [ zi6) ] [0]
9 (t) 0 0 L aa 0 79 (t) 0
d33(t) 0 0 0 0 xg(t) 0

o : : . : : T [u(t)]
xn_l(t) 0 0 0 1 :En_l(t) 0
R ] Lan | L
:Ill(t) }
z2(t)
a:3(t)
[y(t)] - [1 0 0 0 o] R [Oﬂu(t)]
xn_l(t)
| xn(t) i
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Representacion de £stado a par-
tir de ED

Supongase un sistema dinamico discreto descrito por

a,yk+n)+a, yk+n—14+---+aylk+1)
tagy (k) = u(k)



Representacion de £stado a par-
tir de ED

Podemos seleccionar las variables de estado:

z1(k) = y(k)

ro(k) =  yk+1) = z1(k+1)
rs(k) = ylk+2) = m(k+1)
:L'k_ll (t) = y(k ——.n —2) = x, o(k+1)
rp(t) = yk4+n—-1) = z,1(k+1)




Representacion de £stado a par-
tir de ED

de tal manera la ecuacion se convierte en

Xn(k +1) = —2g(k) — - — 2217, (k) + -~u

an, an, an,
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Representacion de £stado a par-
tir de ED

[0 1 0o - 0 | [ (k) ] [O0]  zi(k+1) |
0 0 1 0 zo (k) 0 zo(k+ 1)
0 0 0 K 0 1133(14:) 0 :B3(k: -+ 1)
+ u(k)| =
0 0 0 coe 1 ZTn—1(k) 0 Tn—1(k+1)
_“5%' “5%‘ —-fﬁ- T ‘_E%ﬁfl_ | zn(k) | _;%L | zn(k+1) |
z1(k)
z2 (k)
z3 (k)
ym]=[1 0 o 0 0 |+ oJu(k) ]
ZTn—1 (k)
zn (k) |
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Sistemas continuos libres

En esta seccion se estudia la ecuacion de estado con el
sistema libre (sin entradas).

x(t) = Ax(t)
... SI fuese escalar...
dx
. — t t — at
- ax(t) z(t) = e”z(0)
deat

= ae” e z(0) = z(0)

dt

~p.31/154



Sistemas continuos libres
Es posible demostrar que

d 6At
dt

Para ello, empleamos la expansion en series de Taylor

— Ae? e*'%(0) = x(0)

AT At ! A% | AStS ! At o
1! 2! 3! 4]
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Variables de Estado

de donde se observa que eA? =1, y por lo tanto

x(0)eA? = x(0). Ademéas, podemos calcular la
derivada de eA?:

dt dt

deAt  d (I At A%2 A3 A )

d et A2t A2 AN A
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Sistemas continuos libres

der A (I At A A AYY )

dt o2 o3 a4 T

d €At

:A At
dt c

| a solucion es

x(t) = e*'x(0)
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Célculo de e
Algunos metodos:

1.

2.
3.
A

Series de Taylor

Forma Canonica de Jordan
Transformada de Laplace
Laplace y Jordan
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Series de Taylor

oAb - At ! A% : AStS ! At o
1! 2! 3! 4]

Este metodo no es practico, debido a la dificultad de
calcular A*;
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Forma Canodnica de Jordan

Si se ha obtenido la Forma canonica de Jordan de la
matriz A, entonces se tienen dos matrices J y M tales
que

J=M'1AM A=MIM!
Y ahora Taylor...
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Forma Canodnica de Jordan

y por lo tanto e puede calcularse asi:

C(MIM )t (MIM )%

e = MIM ™ 4 |
1! 2!
C(MIM ) (MIMTHR
| 3! | 4! -
At g Ly MIMTE MJ2M 2 MIPPM 8
T 2! | 3!
MJ*M

4!
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Forma Canodnica de Jordan

2,2 3:3 444
eAt:M<IIJt'Jt CJet J% I---)Ml

120 3 4l
6At:M6JtM—1

La ventaja de emplear esta expresion radica en que J
es una matriz diagonal por bloques, y por lo tanto e’?
es mas facil de calcular, especialmente si J es comple-

tamente diagonal
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Transformada de Laplace

Solucionamos la ecuacion x = Ax por Laplace

L{x} = L{Ax} =
sx(s) —x(0) = Ax(s)
sx(s) — Ax(s) = x(0)

(sT — A)x(s) = x(0)



Variables de Estado

x(s) = (sI — A)"'x(0)
x(t) = L7 {x(s)} = L7 {(sT— A)"'x(0)}
x(t) =L {(sI - A)"'} x(0) = e*x(0)

eAt = 71 {(SI — A)_l}



Jordany Laplace

Pueden combinarse Laplace y Jordan para obtener

eM =ML {(sI-T) M

—p.42/154



Ejemplo

Obtener la solucion de la ecuacion

_j31 (t)_ _2 0 O_ _113'1 (t)_
Zi?g (t) = |0 —1 0 L9 (t)
x3(t)] [0 0 3] |ws(t)

sujeta a las condiciones iniciales z(0) = 2,
CEQ(O) — 1, 5133(0) = —1
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Ejemplo

La ecuacion es de la forma x = Ax, por lo tanto la

solucion sera x(t) = eAtx(0). El calculo de et es
muy simple, debido a que A es una matriz diagonal.

eM=10 e 0
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Ejemplo

Este resultado también se habria podido obtener

mediante la transformada de Laplace:

sl — A =

(sI —A)™*

s — 2
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Ejemplo

Otra forma de verlo... La matriz es diagonal:

@] T2 0 0] [za(t)
CEQ(t) = {0 =1 0 CEQ(t)
_wg(t)_ _O 0 3_ _wg(t)_

jfg(t) — —15132(t) X

{ .I.'l(t) = 2£Cl(t) 5131(0) = 2
9 1
j?g(t) = 3I3(t) 5133(0) = —1
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Ejemplo

cuyas soluciones son
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Otro ejemplo

Obtener la solucion de la ecuacion

BOT_[4 1] [0

sujeta a las condiciones iniciales z1(0) = xz19 Y

ZEQ(O) — X920
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Ejemplo

Se ha obtenido la forma canonica de Jordan de la
matriz A, que ha resultado ser la matriz A,
perfectamente diagonal; es decir se han encontrado las
matrices M y A tales que

A=M'TAM

il T B

lo que permite calcular et

et = MeMM ™!
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Ejemplo

eAt=|:1 1][e* 0][-1 -1
-2 —1] |0 e3tH2 1}
2t
_ {( 621& + 2e%t) (—e? + e)
(2e%t — 2¢%) (262’5—63’5)}



Ejemplo
O por Laplace:

(sI—A)~1 =

(sI—A)' =

sl — A =

s—1

1
s2 +5s+6

1

(s+2)(s+3)
—2

(s4+2)(s+3) | _

s—4

(s+2)(s+3)

(s+2)(s+3) |
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Ejemplo

At 1 1y (et 4 2e%) (—e*t 4 )
eAt = L1 (sT — A) }—{(26275_26375) (26275_6315)}

por lo tanto la solucion de la ecuacion diferencial sera

(—e? + 2e%) (—e?t + e3t)} {xm}

x(t) = ex(0) = |5 o0 o T

L20

z1(t)| _ (—e* + 2e3)x1g + (—e? + e3)xqg
(2e?t — 2e%) 119 + (2% — €%)x90
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Otro ejemplo mas

Obtener la solucion de la ecuacion

) = 11 ] o)

sujeta a las condiciones iniciales z1(0) = x19 Y

562(0) — X920
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Ejemplo

Los valores propios de A son A\;» = —1 &+ 52,y dos
vectores propios asociados son

1] el

Debido a que los valores propios son complejos, es
conveniente encontrar la forma canoénica real de
jordan de A.

Jr = M;'AMp

0 —2 ~1 2
S (S T et B



Ejemplo
lo que permite calcular e

e = Mpe'* My

AL _ 0 —2| | etcos2t e 'sin2t 0 1|
|1 0| |—etsin2t e fcos2t| |—-1/2 0|

e tcos2t 2etsin2t
— %e‘t sin 2t e~ ! cos 2t
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Ejemplo

Tambiéen podemos obtener este resultado mediante la

Transformada de Laplace:

s+1 —4
sl — A = { | ) J
_ 1 (s +1)
I—A) =
(s ) 32+23+5{ -1  (s+4)
i s+1 42 2_
(SI _ A)—l _ (s—l—l_)1+2 (S+§3Ll+2

(s4+1)2+2%  (s+1)2+22
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Ejemplo

e lsin2t e tcos2t

e tcos2t 2etsin Qt}
5

eM =L {(sI-A)'} = { |
por lo tanto la solucion de la ecuacion diferencial sera

__ At _
x(t) = e7x(0) = —Llo—tgin2t e tcos?2t

{ e tcos2t 2e7! sin2t} {51310}
2

L20

. —t
— L1000t gin 2t + 90€ © COS 2

} - {xloet cos 2t + 2x9pe ¢ sin Qt}
>
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Otro ejemplo

Obtener la solucion de la ecuacion

) = 151 o)

sujeta a las condiciones iniciales x;(0) = z19 ¥

[EQ(O) — I90
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Ejemplo

Los valores propios de A son \; = Ay = —1. Ademas
se puede comprobar gue no es posible diagonalizar A.

En consecuencia, la forma candnica de Jordan de
A sera un unico bloque de tamafno 2. No obstante,
vamaos a suponer gue se han encontrado las matrices

My J:
J=M'1AM

—2 1 —1 1
Sl S R R ]
de tal manera gue se puede calcular e®?:

et = Me"M ™
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Ejemplo

No obstante, como J no es diagonal, debemos
calcular e’* mediante la transformada de Laplace.

s+1 —1
sh=J = { 0 s+ 1}
- . 2_
(SI . J)—l _ (S—(i)—l) (S—Iil)
| (s+1)
¢ ¢
J 1 1 e " te
e’ =L {(sI—-J) }:{O et}
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Ejemplo

Retomando el calculo de e??
ar_ [-2 et ][0 1] _
=10 0 et 1 =2

et — 2te? Ate !
—tet et 4+ Qte

También podemos obtener este resultado mediante la
Transformada de Laplace:

s+3 —4
SI_A_{ 1 3—1}
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(s1— A)1 = 1 (s — 1) 4

G+12| -1 (s+3)

() (i)
(sT— A)! = |\GD TGP (5+1)?
() (oo

i (s41)2 (s+1) ~ (s+1)2 ) |

i —t i

At 1 1 € —2t€ 4t6
{(8 ) } { te? et + 2te?
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Ejemplo

la solucidn de la ecuacion diferencial sera:

_ ¢ —1 —t
R et — 9te 4te 210
X(t) =€ tX(O) — { _tet et 4+ Qtet] {1’20}

x(t) = 21(t)]  [(et —2te™) 1o + 4wsote”
T ze(t)| T | zwote™" 4+ (et 4 2te ) wyg

{xlgﬂ _ {(xm)et + (—2z1g + 4$20)t6t:|

(w20)e™" + (=119 + 2299 )te™
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Retratos de Fase

Supongase ahora un sistema de dimension dos, es
decir, supongase
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Variables de Estado

Punto de Equilibrio de Sistemas Continuos

x es un Punto de Equilibrio de un sistema descrito por
la ecuacion diferencial x = f(x) si su derivada es cero,
es decir, si f(X) =0
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Variables de Estado

Si la matrix A es no singular, el tnico punto de
equilibrio es el origen del plano de fase. Lo
anterior se demuestra al notar que un punto de
equilibrio x es la solucion del sistema de
ecuaciones Ax = 0, que tiene una unica solucion
en X = 0 sl y solo si A es no singular.

Si la matriz A es singular pueden existir infinitos
puntos de equilibrio, y los retratos de fase seran
diferentes a los contemplados en las siguientes
Estos casos no se consideraran en este curso.

- p.68/154



Ejemplo

a solucion de la ecuacion

) = 11 ] o)

sujeta a las condiciones iniciales z;(0) =0y

r2(0) = 2 es
~ |4e7"sin2¢
~ |2etcos 2t
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Diagramas de Fase

Condiciones Iniciales

%0 =[] ==,

0) = [5] =0 =] ]

Los valores propios de A son A\;» = —1

70/154



Variables de Estado

xl(Tg

:El(t

(7, 21(7))

Plano de Fase
xro A

x2(t)

z2(T)

Figura 5: Construccion de una trayectoria en el Plano
de Fase
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Retratos de Fase Estables

Reales 1 0
Negativos | A= |, _,
L1

(t) = :Eloe_t
2t

To (t) — T9p€




Retratos de Fase Estables

Estable de
multiplicidad 2

:El(t) = (3310 + tSISQO)e_

To (t) = $206_t
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Retratos de Fase Estables

U J s U LIC
Parte Redl
Negativa

2 2

tgint
2

33‘1(75) = T10€ tcost + o€

ot . —2t
“tgint + xg0€” ' COST

Lo (t) — —T10€
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Retratos de Fase Estables

|maginarios
puros

A =

0 1

-1 0

x1(t) = x19cost + xopsint
To(t) = —x108int + 290 COST



Retratos de Fase Inestables

Reales Positivos] A =

Inestable
L1 (t) = $106t

L9 (t) = 332062t
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Retratos de Fase Inestables

‘ Reales Positivos A\ L
Inestable de o . Repetldos i

multiplicidad 2
; 21(£) = (210 + t30)e’

L2 (t) p— $206t
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Retratos de Fase Inestables

Complegjos de Parte
Real Positiva

Fuente

t) = z10e%t cost + xoge?t sint
2t cost

) — —x1062t sint + I20€
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Retratos de Fase Inestables

Reales de Signo A _
Diferente

Punto de Silla
Qfl(t) = :Eloe_t
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Variables de Estado

Figura 6: Retrato de Fase
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Variables de Estado
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Variables de Estado




Variables de Estado

(0 1 - (—0.5+50.87 0
A= (-1 —1) A= ( 0 —0.5 —j().87)
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Variables de Estado
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Variables de Estado
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Variables de Estado




Variables de Estado

Dada una ecuacidn de la forma

(1) = Ax(t)

El conjunto forma un espacio vectorial conocido como
el Espacio de Estado.
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Teorema

Dada una ecuacidn de la forma

() = Ax(t)

El conjunto de todas las soluciones forma un Espacio
Vectorial 32 sobre el campo C.
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Variables de Estado

El conjunto de todas las soluciones es un subconjunto
del Espacio Vectorial formado por las funciones
vectoriales continuas de orden n. Por lo tanto, solo es
necesario demostrar que el conjunto es cerrado bajo
las operaciones usuales de suma de funciones y
producto por escalar.

Supdngase dos funciones x;(t) y xa(t) .

).(1 (t) — AX1 (t) ).(2 (t) — A.X2 (t)
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Variables de Estado

Podemos multiplicarlas por : a;, oy € Cy sumarlas

a1X1(t) = a1 Axy (1) oXo(t) = anAxy(t)

o (X1 (t) + aoxa(t)] = A(anxq(t) + aaxa(t))

—p.90/154



Espacio de Estado

Supuesto : A es no singular y de tamano n x n:

Dimension del Espacio de Estado
Soluciones linealmente independientes
Base del Espacio de Estado

Matriz Fundamental

U(t) = [P1(t) talt) - P(t)]
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Bases y Vectores Propios

Si la matriz A tiene n vectores propios LI, estos
pueden escogerse como el juego de n condiciones
Iniciales que se necesitan para construir una base de
3. Este cambio de base es equivalente a la obtencidon
de la Forma canonica de Jordan de A.
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Ejemplo

Supongase el sistema dinamico
z1(t)|  |—1.5 0.5 | |z1(?)
Ci?g(t) - 0.9 —1.5 .Ig(t)

Los valores propios de la matriz A son \; = —1y
Ao = —2, Y UNos vectores propios asociados a ellos

Sl el
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Ejemplo

de tal manera que la forma canonica de Jordan y la
matriz modal son

el R I Y

La matriz e*? es la siguiente:

At _ (0.5e 7t 4+ 0.5e %) (0.5e* — 0.5¢ %)
~ [(0.5e7t — 0.5e%) (0.5et + 0.5e %)
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Ejemplo

y por lo tanto la solucion de la ecuacion diferencial,
para unas condiciones iniciales x1g Yy x99 €S

x(t) — (0.5e7t 4+ 0.5e %) z19 + (0.5~ — 0.5e7%) xqg
~ [(0.5e7t — 0.5e )19 + (0.5e7 + 0.5 %) x40

e 1(0.5z19 + 0.5720) + e~ %(0.5319 — 0.59)
e '(0.5x19 + 0.5239) + €~ *(—0.5219 4 0.522)
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Ejemplo

Seleccionando condiciones iniciales, las mismas
coordenadas del vector propio vy, es decir, si hacemos
r19 = 1Y x99 = 1 la solucion de la ecuacion sera

xl(t)} B { e (0.5 4+ 0.5) + e ?(0.5 — 0.5)
o(t)| e 0.5+ 0.5) + e %(—=0.5+0.5)

- [

hi(t) = {
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Ejemplo

Se encuentra que x1(t) = zo(t) lo que
corresponde a una recta en el plano de fase.

La dinamica del sistema s6lo depende de
términos e .
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Ejemplo

Un resultado similar obtendremos si seleccionamos
como condiciones Iniclales las mismas coordenadas

del vector propio vs, es decir, si hacemos x1p =1V
o0 = —1. La solucién de la ecuacién sera

~ [z(@®)] [ e77(0.5—=10.5) + e #(0.5 4 0.5)
valt) = L}g(t)} - Lt(o.5 —0.5) + e %(—0.5— 0.5)

B o—2t
_ o2t
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Ejemplo

Se encuentra que z1(t) = —x2(t) lo que
corresponde a otra recta en el plano de fase.

La dinamica del sistema s6lo depende de
términos e~ %,
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Una Base del Espacio Vectorial

Supongase ( en t = 0) el vector de estado x es un
vector propio del primer valor propio A;; su derivada
podra calcularse como x = Ax, pero como es un
vector propio, entonces x = Ax = \;x.

En otras palabras, la derivada sera un vector con la mis-
ma direccion de x y por lo tanto el sistema evolucio-
nara en esa direccion, que es justamente la del vector
propio.
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Una Base del Espacio Vectorial

Las dos soluciones que se han obtenido 1 (t) y ¥o(t)
LI, y por lo tanto sirven como base del espacio de
estado X.. donde:

e—t 6_2t :|

v = [in(®) v = [T °

—E€
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Retratos de Fase en base Origi-
nal

SN
NN -
o —
- RN
A S VN

1111111111



NCLUl allUs> UC IFast €Il Dast bcoa-
coplada

1111111111



Matriz de Transicidon de Estado

Definimos la Matriz de Transicion de Estado & (¢, ¢;)

X(tg) — (I)(tg, tl)X(tl)

Para un sistema como x = Ax es posible obtener
d(ty,t1) calculando x(t1) y x(t2):

X(tl) — €At1X(O)

X(tz) — 6At2X(O)
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Matriz de Transicidon de Estado

x(0) = (e*)x(t1) = e x(t1)
x(ty) = e2e Mix(t)
x(ty) = eAll2=t)x(¢;)

D(tg,t1) = oA (t2—11)

105/154



Sistemas discretos libres

Abordamos la ecuacion:

(x(k+1) = Ax(k) -

- Bu(k)

y(k) = Cx(k) -

\

con el sistema libre (sin entradas),
x(k+1) = Ax(

Esta ecuacion recuerda

- Du(k)

es decir:

k)

r(k+1) = ax(k)
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Sistemas Discretos Libres
cuya solucion es

debido a que

Evidentemente

A =AA"  x(0)A° =



Sistemas Discretos Libres

En consecuencia la solucién de
x(k+1) = Ax(k)

€S
x(k) = A"x(0)

x(0) es el vector que contiene las condiciones inicia-
les de x(k). Por otra parte, es posible calcular A* por
diversos metodos.
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Definicion

Podemos emplear la definicion de A* directamente:

AP = AAA..-A kveces
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Forma Canodnica de Jordan

Si se ha obtenido la Forma canonica de Jordan de la
matriz A, entonces se tienen dos matrices J y M tales
que

J=M'AM A=MIM!
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Variables de Estado

y por lo tanto A* puede calcularse asi:

A = MI*M!

J es una matriz diagonal por blogues, y por lo tanto J*
es mas facil de calcular, especialmente si J es comple-
tamente diagonal
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Transformada Z

Empleando Transformada Zx, y asi deducir el valor
de A",

Z{x(k+1)} = Z{Ax(k)} =
2x(z) — 2x(0) = Ax(2)
2x(z) — Ax(z) = zx(0)

(21 — A)x(z) = 2x(0)
x(z) = z(zI — A)"'x(0)



Variables de Estado

x(k)=Z {x(z)} =z {Z(ZI — A)_IX(O)}

x(k) = Z ' {2(21 — A)~'} x(0) = A"x(0)
AY=Z7 21— A)7}



Jordan y Transformada Z:

Pueden combinarse para obtener

AP =MZ ' {z(:I1-J)'} M



Matriz de Transicidon de Estado

X(kg) — (I)(kg, kl)X(kl)

Es posible obtener ®(k-, k1) calculando x(k;) y
X(kg):



Variables de Estado

x(0) = (A™)'x(k;) = A Mx(ky)
x(ks) = A A "1x(k)
x(ky) = A*e=Fx (k)

O(ky, ky) = Ak R



Sistemas Continuos Excitados

Estudiamos ahora el sistema continuo con excitacion,

es decir el sistema descrito por

%(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(¥) -

Aplicando Laplace a cada lado

- Du(t)

de las ecuaciones

sx(s) —x(0) = Ax(s) + Bu(s)

y(s) = Cx

(s) + Du(s)



Sistemas Continuos Excitados
Despejando x(s)

sx(s) — Ax(s) = x(0) + Bu(s)
(sT — A)x(s) =x(0) + Bu(s)
x(s) = (sI — A)7'x(0) + (sI — A)"'Bu(s)

Ahora podemos Incorporar

y(s) = C[(sI — A)"'x(0) + (sI — A)"'Bu(s)|+Du(s)



Sistemas Continuos Excitados

y(s) = C(sI — A)"'x(0) + [C(sI — A)"'B + D] u(s)

-—
Rta de entrada cero Rta de estado cero



IViatriz de Funciones de | ranste-
rencla

Con condiciones iniciales nulas:
y(s) = [C(sI — A)"'B + D] u(s)
La Matriz de Funciones de Transferencia es aquella

que relaciona las entradas y las salidas, cuando las
condiciones iniciales son nulas:

y(s) = G(s)u(s)lo;_y  Gls) = C(sI-A)'B4D
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Viatriz de Funcion de lranste-
rencla

La matriz G(s) es g x p (p entradas y ¢ salidas):

1(8) Gi1(s) Gra(s) -+ Gip(s)] [ua(s)
y2(s) Goi(s) Gaa(s) -+ Gop(s)| |ua(s)

)| [Gals) Gals) - Guls)| [upls)

El elemento G;;(s) de la matriz G(s) muestra como
afecta la entrada u;(s) a la salida y;(s).



Caso especial

Teniendo:

_yl(S)

y2(5)

Yp(S)

(;11(8)
0

0

0

0

G22(3) .

(;p;(s)

La entrada u;(s) solo afecta la salida y;(s). Se dice
entonces gue el sistema es Desacoplado
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Respuesta en el Tiempo

Aplicando la Transformada inversa de Laplace
x(t) = L [x(s)] =

L7H(sT—A) 7 x(0)+ L7 [(sI — A)"'Bu(s)]

La primera de las transformadas corresponde a

et = (¢, 0) Notese que la segunda transformada
Incluye el producto de dos funciones de s. El
resultado es:

x(t) = ®(¢,0)x(0) +/O o(t, 7)Bu(r)dr
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Sistemas discretos excl

tados

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k)

y(k) = Cx(k) -

- Du(k)

Aplicando Transformada Z a cada lado de las

ecuaciones

2x(z) — 2x(0) = Ax(z) + Bu(z)

y(2) = Cx(z) + Du(z)



Sistemas discretos excitados

Despejando x(z)
2x(z) — Ax(z) = 2x(0) + Bu(z)

(21— A)x(z) = 2x(0) + Bu(2)
x(2) = 2(z1 — A)"'x(0) + (21 — A) 'Bu(z)

5555555555



Sistemas discretos excitados

y(z) = C[z(2I — A) 'x(0)+
(21 — A)"'Bu(z) + Du(z)

y(z) = Cz(2I — A)"'x(0) + [C(2I — A)"'B + D] u(z)

—/_/ %/—/
Rta de entrada cero Rta de estado cero



Vlatriz de Funciones de lranste-

rencia
Considerando condiciones iniciales nulas:

y(z) = [C(2I1— A)"'B + D] u(z)

Matriz de Funciones de Transferencia aquella que
relaciona las entradas y las salidas, cuando las
condiciones iniciales son nulas:

y() = G)u()le;_y  G(z) = C(:I-A)'B4D
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IViatriz de Funciones de | ranste-
rencla

La matriz G(z) es una matriz ¢ x p (p entradas y q
salidas):

y1(2)
y2(2)

Gi1(2) Gia(z) -+ Gi(z)| |w(z)
Go1(z) Gaa(z) -+ Gop(z)| |u2(2)

)| [Cn) Gu) - G| [ue)

El elemento G;;(z) de la matriz G(z) muestra como
afecta la entrada u;(z) a la salida y;(2).



Caso especial

Supongase que existe el mismo nimero de entradas
que de salidas p, y que la matriz de funciones de
transferencia es diagonal:

yl(Z) _GH(Z) 0 < 0 U1 (Z)
yg(z) _ 0 GQQ(Z) s 0 ”U,Q(Z)
_ypkz)_ i O O t sz;(z)_ _Upl(z)_

En este caso, la entrada u,(z) solo afecta la salida
y;(2). Se dice entonces que el sistema es Desacopla-
do
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Respuesta en el Tiempo

Obtener el comportamiento en el tiempo de las
variables de estado aplicando la Transformada inversa
Z

x(k) = 21 [x(2)] =
Z72(zI— A) 7 x(0) + L7 (21 — A)"'Bu(z)]

Notese que la segunda transformada incluye el
producto de dos funciones de s. El resultado es:

x(k) = ®(k,0)x(0) + »  ®(k, 1+ 1)Bu(l)
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Respuesta en el Tiempo

Expandiendo la sumatoria:
x(k) = ®(k, 0)x(0)+®(k, 1)Bu(0)+®(k, 2)Bu(1)+- - -
+®(k, k)Bu(k — 1)

x(k) = ®(k, 0)x(0)+®(k, 1)Bu(0)+®(k, 2)Bu(1)+- -
+Bu(k — 1)

llllllllll



Respuesta en el Tiempo

x (k) esta formada por aportes de las condiciones
iniciales x(0), y de las entradas u(k).

Ademas muestra cual es el aporte exacto del valor de la
entrada en un instante de tiempo especifico: por ejem-
plo, laentradaen £ = 1, que es u(1) aporta a la cons-
truccion de x(k) justamente ®(k,2)Bu(1).
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Introduccion al Control por Va-
riable de Estado

Utilizando las variables de estado x para realimentar
el sistema mediante una matriz K, y comparar el
estado con unas senales de referencia r, de donde se

tiene que
u=r+ Kx

| as dimensiones de las variables involucradas deben
ser las siguientes:

Upx1 = Ipx1 =+ Kananl
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Introduccion al Control por Va-
riable de Estado

> Sistema >

K <

Figura 9: Realimentacion por Variable de Estado
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Control para Variable de Estado

Figura 10: Realimentacion por Variable de Estado de
un sistema continuo
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Control para Variables de ESta-
do

Figura 11: Realimentacion por Variable de Estado de
un sistema discreto
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Control para Variables de ESta-
do

Las ecuaciones de estado para sistemas continuos y
discretos con realimentacion por variable de estado:
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Control para Variables de ESta-
do

que pueden reescribirse como

——————————



Control para Variables de ESta-
do

Se obtiene entonces unos nuevos sistemas para los
que las entradas son r, las salidas son u y las variables

de estado son x. Si definimos A = A + BK y

C = C + DK las ecuaciones de estos nuevos
sistemas seran

[ %(t) = Ax(t) + Br(t) A=A +BK

<\ y(t) = Cx(t) + Dr(t) C=C+DK
(x(k+1) = Ax(k) + Br(k) A = A + BK
| y(k) =Cx(k)+Dr(k) C=C+DK
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Control para Variables de ESta-
do

Dado que este no es un curso de control, no
abordaremos el problema de cOmo obtener esa matriz

K. Sin embargo, resaltamos gue esta estrategia
plantea al menos dos interrogantes:

¢ Pueden asignarse con total libertad los valores

propios de A?, es decir, dado un conjunto de
valores propios deseados, ¢existira siempre una

matriz K que permita asignarle a A dichos
valores propios?
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Control para Variables de ESta-
do

Dado que las variables de estado no
necesariamente tienen sentido fisico, y en caso de
tenerlo no necesariamente son medibles, ;Como
pueden conocerse los valores de las variables de
estado para implementar el esquema de la figura.
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Controlabilidad

Un sistema dinamico es Controlable en ¢; si para cual-
quier estado x(t1) y cualquier estado deseado x, es po-
sible encontrar una entrada u(t¢) que aplicada entre t;

Yy to produce x(ty) = x4, CON ty < 00
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Ejemplo

Variable de entrada: v(¢); La variable de salida: v,.(¢).
Variable de estado: v (t).

o(t) () nTh

Figura 12: Circuito
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Test de Controlabilidad

Para determinar si un sistema es o no controlable, con
A una matriz n x n, se construye la Matriz de
Controlabilidad V vy se verifica su rango:

V=[B AB A’B A°B --- A"'B ]
El sistema es controlable si y solo si (V) =n

— p.144/154



ANnotaciones al concepto de Con-
trolabilidad

La definicion expresada es realmente la
definicion de Controlabilidad de Estado, dado
que se refiere a la posibilidad de obtener
cualquier estado. Existe una definicion semejante
para la Controlabilidad de salida, que no se
aborda en este curso.

El test de Controlabilidad pone de manifiesto que
la controlabilidad solo depende de las matrices A
y B, es decir, solo depende de la ecuacion de
Estado y no de la Ecuacion de salida
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ANnotaciones al concepto de Con-
trolabilidad

Para determinar la Controlabilidad de un sistema
no es necesario resolver la Ecuacion Diferencial.
Se realiza un Analisis Cualitativo de la Ecuacion.

Si un sistema es Controlable, entonces con un
esquema de control por realimentacion de
variable de Estado siempre es posible encontrar

una matriz K para que la matriz A tenga los
valores propios deseados
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Observabilidad

#@uﬁ Sistema > >

A

=>»Dbhservadoi<«—

K [

Figura 13: Realimentacion por Variable de Estado con
Observador
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Definicion

Un sistema dindmico es Observable en ¢; si es posi-
ble conocer el estado x(t;) a partir de mediciones de
las entradas u(t) y las salidas y(¢) durante el periodo
comprendido entre ¢, Y t9, CON £y < 00
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Ejemplo

Considerese nuevamente el circuito, en el que la
variable de entrada es v(t), la variable de salida es
v,(t) Yy la variable de estado la tension en el
condensador vg(t).

Es claro que a partir de mediciones de v(t) y v..(¢) (que
son Iguales) no es posible conocer las condiciones ini-
ciales del condensador y en consecuencia el sistema es
No Observable
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Ejemplo
La definicion de observabilidad no brinda por si sola
un mecanismo facil para determinar si un sistema es
observable o no. No obstante, podemos aplicar un Test

de Observabilidad para determinar si un sistema dina-
mico lineal invariante en el tiempo es o0 no observable
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Test de Observabilidad

Para determinar si un sistema es o no observable, con
A una matriz n x n, se construye la Matriz de
Observabilidad S y se verifica su rango:

C
CA
CA?

S = El sistema es observable siy sélo si (S) = n
CA*

CA™?
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ANnotaciones al concepto de OD-
servabilidad

1. El test de Observabilidad pone de manifiesto que
la controlabilidad solo depende de las matrices A

y C.

2. Para determinar la Observabilidad de un sistema
no es necesaro resolver la Ecuacion Diferencial.
Se realiza un Analisis Cualitativo de la Ecuacion.

3. Sl un sistema es observable, entonces puede
construirse un observador En este curso no se
aborda el problema de como construir dicho
observador
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Ejemplo

Tomemos nuevamente el circuito anterior. El
equivalente Thevenin del circuito visto por el
condensador es una resitencia de valor R, de tal
manera que:

d
Vo — —Ric — —RC%
d 1
E”UC(t) = —@UO(@

| a ecuacidn de salida es trivial:

vz (t) = v(t)
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Ejemplo

De tal manera que la representacion en Variable de
Estado para el circuito es:

’OC — —%UC
vy = V(1)

Es decir, es un sistemacon A = —1/RC, B = 0,
C =0,y D = 1. Las matrices de controlabilidad y
observabilidad son:

Rango =0, lo que significa que el sistema es No Con-
trolable y No Observable
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