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Introduccidn

Estrategias para modelar el comportamiento de
sistemas dinamicos:

Ecuaciones diferenciales o de diferencia
~unciones de Transferencia

Respuestas al Impulso

Dlagramas de Blogue

Dlagramas de Flujo de Senal

Espacio de Estado (variable de Estado)
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Introduccion
Ventajas de la Representacuion en Variables de Estado

La representacion de sistemas de multiples
entradas y multiples salidas es mas sencilla

Toda la dinamica del sistema se representa por
ecuaciones diferenciales o de diferencia de
primer orden.

Simulacion con métodos computacionales mas
eficientes

Nueva perspectiva sobre la dinamica de los
sistemas

Algunas de las técnicas de control moderno se
basan en este tipo de representacion.
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Variables de Estado

Uq L > _ > U1 L
Uo (T - Sistema > 1o (T
: Dinamico :

Up t) > g yq(t)

Figura 1: Sistema Continuo de multiples entradas y
multiples salidas
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Variables de Estado

U1 k > .
UQE/J - Sistema
: | Dinamico

>ylg
>y2

T
N

Neng
K
VN
=
~

Figura 2: Sistema Discreto de multiples entradas vy

multiples salidas

x(k + 1) =f(x(k),u(k), k
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Variables de Estado

u. €s un vector gue contiene cada una de las p
entradas al sistema

y. €S un vector que contiene cada una de las q
salidas al sistema,

X. €S un vector gue contiene cada una de las n
variables de estado del sistema:

(V4] Y1 I
U2 Yo L2
U xr
L P px1 _yQ_ gx1 L nxd
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Variables de Estado

Para sistemas dinamicos lineales invariantes en el
tiempo, de multiples entradas y multiples salidas:

Caso continuo

Caso discreto:
x(k+ 1) = Ax(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)
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Variables de Estado

El tamano de las matrices debe ser el adecuado:

Xnxl = ApsnXnxl + Bn><pup><1

Ygx1 — qunxnxl + Dq><pup><1

X(k + 1)n><1 — Anxnxnxl + BnXpuZ”d

Yox1 — quanxl + DqXpupxl
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Variables de Estado
[ %(t) = Ax(t
y(t) = Cx(t

) -

)
(x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)

- Bu(t)
+ Du(?)

Algunos conceptos de Algebra Lineal necesarios:
Espacios Vectoriales
Transformaciones Lineales
Valores y Vectores Propios
Forma canonica de Jordan
Funciones de Matrices Cuadradas
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Espacios Vectoriales

SeaunconjuntoI'y F : (¢, ®,®) un campo (usual-
mente F se trata de R o C con las operaciones ususlaes
de suma y multiplicacion). A los elementos de I" se les
denomina Vectores, y a los elementos de & Escalares.
I" tiene estructura de Espacio Vectorial sobre F' si esta
dotado de una operacion binaria + (suma vectorial) y
una operacion - entre elementos de I' y & (Producto
por escalar) que cumplen ciertas propiedades:
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Espacios Vectoriales

(F7 _|_7 i F)

Para la suma vectorial
[V.1] Clausurativa:Vz,y eI’ z+yel
Asoclativa:
Vz,y,zel (z4+y)+z=2+ (y+ 2)
Modulativa: 30 el |Vx e’ z+0=x
Invertiva: Ve el' I (—x)|z+(—2)=0
Conmutativa:Vr,yel' z4+y=y+=x
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Espacios Vectoriales

(F7 _|_7 " F)

Para el producto por escalar
[V.1] Clausurativa:
Veel, Vaed o-xeI Asociativa:
Veel,Va,3€® (a®p)-z=a-(0-2)
Modulativa:Vz € I', 1-x = z.1es el modulo
de® Anulativa:Vz eI, 0-x=0.0esel
modulo de . 0 es el modulo de +
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Espacios Vectoriales

(F7 _|_7 "9 F)
Para las dos operaciones
[V.1] Distributiva respecto a +:
Ve,yel', Vae® a-(z+y) = (a-z)+(a-y)
Distributiva respecto a &:
Veel, Vo, €® (a®f)xz=(a-x)+ (B x)
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Espacios vectoriales

18.- R" sobre el campo R con las operaciones usuales.
C"™ sobre el campo C con las operaciones usuales.

El conjunto de todos los polinomios sobre el
campo R con las operaciones usuales entre
polinomio.

El conjunto de todas las funciones continuas a
trozos sobre el campo C con la operacion +
definida como la suma punto a punto.

El conjunto de todas las matrices de tamafo fijo
m x n sobre el campo C con las operaciones
usuales entre matrices.
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Espacios Vectoriales

Subespacio: Es un espacio vectorial contenido
dentro de otro espacio vectorial, por ejemplo una
recta dentro del plano

Combinacion Lineal: Es una expresion de la forma
n
Ty + oy -t Ty = Y T
1=1

en donde los « son escalares y los x son vectores

Independencia Lineal: Un conjunto de vectores es
lineamente independiente si la Gnica combinacion
lineal de ellos cuyo resultado es 0 es la que tiene
todos los coeficientes « Iguales a 0.
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Espacios Vectoriales

Conjunto generado: Es el conjunto de todas las
posibles combinaciones lineales de los vectores
de un cierto conjunto, al que se denomina
conjunto generador.

Dimension: Es el maximo nimero de vectores
linealmente independientes que puede haber en
un espacio vectorial.

Base: Es cualquier conjunto de vectores linealmente
Independiente que ademas genera el espacio

vectorial. En R la base estandar esta formada por
los vectores (1,0)y (0, 1)
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Espacios Vectoriales

Coordenadas de un vector: Un vector x de un
espacio vectorial puede escribirse como una
unica combinacion lineal de su base
B = {b17b27 T 7bn}:

$:Oélb1—|—042b2—|—‘“—|—04nbn

Los coeficientes «; de esa combinacion lineal son
las coordenadas de z en la base B
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Espacios Vectoriales

Cambios de Base: Un mismo vector tendra
diferentes coordenadas en dos bases diferentes.
Sean dos bases del mismo espacio vectorial V' de
dimension n:

A — {alaa’Za”' 7an}
B = {b17b27”' 7bn}
Definimos las matrices A y B como las matrices

gue tienen en sus columnas cada uno de los
elementos de las bases A y B respectivamente:

B=1[b by --- b,
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Espacios Vectoriales

Un vector x tendra coordenadas «; en la base Ay G;
en la base B, de tal manera que Definimos los
vectores columna o« y 3 que contienen las

coordenadas:

_61_
>

On
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Espacios Vectoriales

Las expresiones que permiten encontrar las
coordenadas de x en una base a partir de sus
coordenadas en la otra son las siguientes:

Aa = Bg a=A"'Bgj =B 1Aa

En caso de que A sea la base estandar, la matriz A
resulta ser la matriz identidad de orden n y las
ecuaciones se convierten en

a=DBg 5 =B la
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Espacios Vectoriales

Transformaciones Lineales Dado un espacio
vectorial V de dimension n, entenderemos por
Transformacion Lineal, en el contexto de este
capitulo, una funcidén de V a 'V que puede

representarse por una matriz cuadrada A de
dimension n x n:

y = Ax
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Espacios Vectoriales

Transformaciones y Cambios de Base Sea 7' una
transformacion lineal, que en la base estandar se
representa por la matriz 'T,,.

La misma transformacion se representara en otra

base B = {by,by, -+ ,b,} por
T; =B 'T,B
endonde B = b1 by - -+ by,
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Transformaciones Lineales

Ejemplo:
La funcion T : R? — RR?2 consistente en la rotacion de

vectores 90° en sentido horario es una transformacion
lineal representada por la matriz A:

0 1
A =
kN
Un vector x de coordenadas (a, b) se convertira en un
vector y cuyas coordenadas se calculan asi:

poax= [0 =)
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Cambio de Base

Ejemplo:

En R? puede definirse una base con cualquier pareja

de vectores no paralelos. Por ejemplo

A =«
B =<
C =4

':r—\w::©+—\

s r." r

:w N)::r—\ S

T )
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Cambio de Base
Consideremos ahora el vector x de la figura

Figura 3: Cambio de base de un Vector
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Cambio de Base
Las coordenadas de x en la base estandar A seran

o = 0] - 1
B 9 N 3
Para obtener las coordenadas de x en las bases By C

construimos las matrices By C y empleamos la
ecuacion de Cambio de Base

S PRI B

e R O vl
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Cambio de Base

o Im Ao - |=1/2 1/2 I 11
7 LJ =G Aa= {—1/2 ~1/2] [3] ~ [-2
Puede verificarse que las coordenadas en las bases B
y C' satisfacen las relaciones de Cambio de Base

f=BCy ~=C Bp
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ITranstormaciones Llineales Yy

Cambio de Base

Ejemplo:
La rotacion de 90° en sentido horario esta
representada en la base estandar por la matriz

0 1
=

La misma transformacion se representara en la base
B =1{(3,1),(2,2)} por la matriz

T; =B 'T,B

R A | R s I P
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ITranstormaciones Llineales Yy
Cambio de Base

Supongase ahora el vector x, cuyas coordenadas en la
base estandar son a, = (1, 3) y en la base B son

G =(—1,2).

Al efectuar la rotacion de 90° en sentido horario se
obtendra un vector y cuyas coordenadas en la base
estandar seran oy, y en la base B seran j3,:

=[Pl =

T2 20[-1] T 2
W25 —2f 2] T |-15
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Valores y Vectores Propios

Sea A una transformacion lineal R" — R”. Un
escalar A\ es un valor propio de A si existe un vector
no nulo v tal que

Av = )\v

Cualquier vector no nulo v que satizfaga Av = Av es
un vector propio asociado con el valor propio .
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Valores y Vectores Propios

Av = )\v

Para un vector propio v el efecto de aplicarle la

transformacion lineal A que amplificarlo por el

escalar \. Esto implica que un vector y el vector
transformado son colineales o paralelos y por lo
tanto linealmente dependientes.

Esta definicidn se refiere estrictamente a valores y
vectores propios por derecha, para distinguirlos
de los valores y vectores propios por izquierda,
que deben satisfacer vt A = \v'. En este texto
solo se consideran los primeros, y por tanto se
hace referencia a ellos simplemente como valores
y vectores propios.
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Valores y Vectores Propios

Av = )\v

Para calcular los valores propios de una matriz A
puede reescribirse la ecuacion como

Av —)Av=0

(Av = A[)v=0

En donde I es la matriz identidad de igual orden que
A, es decir n x n. Para que exista una vector v # 0

tal que (Av — AI)v = 0 debe cumplirse que
det(AI —A) =0
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Valores y Vectores Propios

det(\I — A) = 0

El lado 1zquierdo de la ecuacion corresponde a un
polinomio de orden n en la variable A, conocido como
el polinomio caracteristico de A, y denotado por

A(N).

Los valores propios de A son las raices de su poli-
nomio caracteristico A(\). Por tanto, existen la matriz
A tiene n valores propios A\, Ao, - - - , A,,; estos valores
podran ser reales o complejos y podran ser diferentes
0 repetidos.
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Valores y Vectores Propios

Ejemplo:
Obtener los valores y vectores propios de la matriz

4 1
S
Construimos la matriz B = (AI — A) y hallamos su
determinante:

SN

=" o)
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Valores y Vectores Propios
(-1 -
B = { > (A —1)
A(N) = det(B) =
A=A =D +2=X=5X1+6=(\—2)(\—3)
Los valores propios de A seran las raices de A(\)

A =2 Ay =3
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Valores y Vectores Propios

Los vectores propios asociados a A; = 2 deben
cumplir Av = A\v:

AV1 — )\1V1
4 1| [vg _ 5 |tn dv11 + V9 _ 2011
—2 1] |vo Vo1 —2v11 + V91 2091
Se crea entonces un sistema de ecuaciones con
Infinitas soluciones:

dv11 +v21 = 21
—2011 + Vo1 = 2091
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Valores y Vectores Propios

dv11 +v21 = 2vqy
—2011 + V21 = 2091

Para obtener un vector propio asociado a Ay = 2
podemos escoger arbitrariamente un valor para vy 0
para vy;. Por ejemplo, si escogemos vy; = 1
obtenemos v,; = —2. En consecuencia, un vector
propio asociado a A\; = 2 sera

Vi = . en general v, = “
e g B
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Valores y Vectores Propios

Los vectores propios asociados a Ay = 3 tambien
deben cumplir Av = \v:

A.V2 — )\1V2

4 1| (v 5 | V12 dvig +veo | [3V12

—2 1| [v2 V99 —2012 + V29 329
Se crea entonces un segundo sistema de ecuaciones
con infinitas soluciones:

dv1g + V22 = 3v12
—2019 + V22 = 3V
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Valores y Vectores Propios

dv1g + V22 = 3v19
—2019 + V22 = 3V

Para obtener un vector propio asociado a Ay = 3
podemos escoger arbitrariamente un valor para v 0
para vyo. Por ejemplo, si escogemos vy = 1
obtenemos v5» = —1. En consecuencia, un vector
propio asociado a Ay = 3 sera

K )
Vo = en general vy =

—1 —a
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Valores y Vectores Propios

Ejemplo:
Obtener los valores y vectores propios de la matriz

2 1
e
Construimos la matriz B = (AI — A) y hallamos su
determinante:

SN E

= "7 0T
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Valores y Vectores Propios

S A

A(A) =det(B) = (N =22 +1 =X —4\+5
Los valores propios de A serén las raices de A(A)

)\1,2 — 2::j
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Valores y Vectores Propios

Al aplicar Av = A\v para A\; y Ay se obtienen dos
sistemas de ecuaciones con infinitas soluciones

)
2011 +v91 = (2+ Jj)vnn 2019 + 32 = (2 — J)v12
—V19 + 2099 = (2 — j)vgg

-t +2v91 = (24 j)voy

Seleccionando arbitrariamente v1; = 1y v;9 = 1 se

obtiene
I
Vi = . Vo = .
J —J

0 en general
Vi = |. Vo = :
Ja —Ja  p2o3



Ul llla calluliica uc Joruall
Valores propios diferentes

Sea A una matriz de orden n x n

Sean Ay, Ao, --- , A\, los n valores propios de A,
Todos diferentes

v; un vector caracterisitico asociado a \; con
i=1,2---.n

El conjunto V= {vy, vy, -+, v,} es linealmente
Independiente, y por lo tanto sirve como una base para

el espacio vectorial.
Si se efectua un cambio de base a la nueva base V/, la
matriz A se transforma en la matriz A

A=M'TAM
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Ul llla calluliica uc Joruall
Valores propios diferentes

A=M'TAM

La matriz Lambda es la matriz diagonalizada, o la
Forma canonica de Jordan de A, y se define define
asl:

AN 0 - 0
0 M --- 0
A=|. 7
0 0 - A,

La matriz M se denomina la Matriz Modal, y se
define asi:

M:[Vl Vo - Vn]
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Ul llla calluliica uc Joruall
Valores propios diferentes

A=M'AM
Demostracion: Comprobamos qgue MA = AM.:
AN 0 - 0
MA = [Vl Vo - Vn] O >\:2 O
000 - A
MA = [Avi Aavy oo Ay
AM:A[Vl Vo - Vn] — [Avl Avy, --. Avn]

Como Av;, = \;,v, entonces MA = AM
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Ejemplo

La transformacion lineal representada por la matriz

4 1
A =
EN
cuyos valores propios son A\; = 2, Ay = 3 con
vectores propios vy vo.

= I &Y
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Ejemplo

4 1
A =
s
A Tiene una representacion en la base {v; vy} dada
por la matriz diagonal

S e I B

_ -l 1200 (A0
A=M AM_{O 3}_{0 N
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Ejemplo

La transformacion lineal representada por la matriz

2 1
A =
k¥
cuyos valores propios son A; 5 = 2 &+ 5 con vectores
Propios v vs:
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Ejemplo

2 1
A =
kN
A tiene una representacion en la base {v; v, } dada
por la matriz diagonal

oo L

J/2 g/2 1 =1 2] [J —J

_ 2+ 0 A 0
_ 1 _ _
A=M AM_{ ; 2_]}_{0 AJ
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Ul llla calluliica uc Joruall
Valores propios repetidos

A=M'TAM

En general, los vectores propios obtenidos no
necesariamente seran linealmente independientes, por
lo tanto, la matriz modal M tendra columnas que son
linealmente dependientes y su determinante seré 0;

como consecuencia no sera posible obtener M~ y no

se podré calcular A = M~tAM. No obstante, en
ocasiones si es posible diagonalizar una matriz con
valores propios repetidos, y siempre es posible
diagonalizarla por bloques
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Degeneracidad

Dada una transformacion lineal A de orden n x n, de
valores propios Aq, As, - -+ , A\, Se define la
degeneracidad del valor propio );, denotada por d;,
como el numero de vectores propios de linealmente
Independientes asociados a un valor propio \;, y se
calcula asi:

di=n—pNI—A)

en donde p(X) es el rango de la matriz X, que equivale
al nimero de columnas (o filas) linealmente indepen-
dientes de X
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Ejemplo

Obtener los valores y vectores propios de la matriz
A =y diagonalizarla

I 2
A= les
Construimos la matriz B = (AI — A) y hallamos su
determinante:

B = (AI-A) = \ Ll) (1)}_{_12 ﬂ _ {(A;D (A__25)_

AN =det(B)=AN—=1)(A=5)+4 =X —6X+9
AN) = (X —3)°
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Ejemplo
Los valores propios de A seran las raices de A(\)
AM=X=A=3
La degeneracidad de \ = 3 se obtiene asi:

d1:2—p(31—A)

w=2-p( "3 2|) =2 (5 3))

di=2—-1=1
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Ejemplo

Lo anterior significa que aungue X tiene multiplicidad
2, s0lo es posible encontrar un vector linealmente
Independiente que resulta ser

v—1 eneneralv—a
1= 1 g 1=,

No es posible construir una base para el espacio de di-
mension 2 con un solo vector, por lo tanto no es posible
diagonalizar A
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Ejemplo

Obtener los valores y vectores propios de la matriz
A =y diagonalizarla

3 0 —1]
A=|1 2 -1
-1 0 3
Construimos (AI — A):
(A —3) 0 1]
M-A=| -1 (=2 1
1 0 (A—3)]

AN = (A=3)*(A=2)—(A—2) = A>—8)\*4+20\—16
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Ejemplo

AN) = (A=3)*(A=2)—(A=2) = \*—8A*+20\—16

Las raices del polinomio son A\; = Ay = 2, A3 = 4.
Para determinar la degeneracidad de A\; calculamos
M — A

(2-3) 0 1 7 [-10 1]
M-A=| -1 (2-2) 1 |=|-10 1
1 0 (2-3)] |1 0 -1

dlzn—p()\I—)\A) d1:3—1:2

Existen dos vectores propios linealmente independi-
entes asociados a \; = Ay = 2



Ejemplo

Los dos vectores propios asociados a A\ = Ay = 2
junto con el vector propio asociado a A3 = 4 pueden

formar una base y por tanto es posible diagonalizar A.

Para obtener los tres vectores propios empleamos
Av = \v:

3 0 =11 [al o]l [ 3 0 —1] [d
1 2 —1] (bl =210 1 2 —1 e| =4
—1 0 3] |c c| |-1 0 3] [

Se originan los sistemas de ecuaciones

Ja —c=2a 3d — f =4a
a—+ 2b—c=2b d—+ 2e — f = 4e
—a + 3¢ = 2c —d—|—3f :4f —p57/93




Ejemplo

3a —c = 2a 3d — f = 4a
a—+ 2b—c=2b d—+ 2e — f = 4e
—a + 3¢ = 2c —d+3f =4f

Se convierten en
a=c d=e=—f

Podemos construir dos vectores linealmente
Independientes vy, vy que satisfacen a = cy un
tercero v; que satisface d = e = — f, por ejemplo

1 1] 1]
vy = |0 Vo = || vy = | 1
_1_ e __ 1_ —p.58/93




Ejemplo

En la base {v; v, v3} la transformacion A se
representa por A:

A=M'TAM
2 0 0 A 0 0]
A=MIAM=10 20| =0 X 0
00 4 0 0 A3
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Ul llla calluliica uc Joruall
Valores propios repetidos

Cuando no se puede encontrar un conjunto de vectores
propios linealmente independiente lo suficientemente
grande para diagonalizar la matriz, debe acudirse al
concepto de vectores propios generalizados para lograr
una diagonalizacion por bloques. El concepto de vec-
tor propio generalizado, y la forma de calcularlos se
sale del ambito de este curso. No obstante, es posible
determinar en forma sencilla cual es la forma de la ma-
triz diagonalizada por blogues, o Forma Canonica de
Jordan de una matriz.
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Ul llla LallUlliCa uc Joruall

Valores propios repetidos

J es la forma candnica de Jordan de la matriz A

J, 0

0o J, ---

0

— O O O

>
<.
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Ul llla calluliica uc Joruall
Valores propios repetidos
Cada bloque de Jordan esta asociado a un valor propio

de la matriz A. Para conocer la forma exacta de la
matriz J es necesario responder estas preguntas:

¢ Cuantos bloques tiene asociados cada valor
propio no repetido de la matriz A?

¢ De gque tamaiio es cada uno de los bloques de
Jordan asociados a cada valor propio no repetido
de la matriz A?

Existe un algoritmo para contestar estas preguntas
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Ul llla calluliica uc Joruall
Valores propios repetidos

Algoritmo: Se plantea para un valor propio A, y
debera aplicarse para cada valor propio diferente:

1. SedefinelamatrizB = A — )\l

2. Secalcula p(BY), p(B'), p(B?),--- , p(B)" hasta
gue no haya cambio al incrementar el exponente

3. Se calculan las nulidades vy, v1, 15, -+ , v, €N
donde v; = n — p(B")

4, Secalculay, =v; —v;, —1,parai =1,2,--- ,r.
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Ul llla calluliica uc Joruall
Valores propios repetidos

5. Se construye el diagrama de Matthew con la
forma que se presenta en la figura: el nUmero de
celdas de cada fila del diagrama de Matthew esta
determinado por 7;

Figura 4: Diagrama de Matthew vacio simple
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Ul llla calluliica uc Joruall
Valores propios repetidos

6. Utilizar las siguientes convenciones:
a) ldentificar el nUmero de columnas del
diagrama como q
b) Identificar las columnas del diagrama como

ci,co, -+ ,Ccq 0 1Zquierda a derecha
c) ldentificar el tamano de cada columna como
h17h27'” 7hq

7. En esas condiciones el numero de bloques de

Jordan asociados al valor propio A es q, Vy el
tamano de cada uno de esos bloques es

hth’... ’hq
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Ul llla calluliica uc Joruall
Valores propios repetidos

Un general, la forma canonica de Jordan sera

entonces:
J, O 0
0 Jp 0
0 0 J1g,
J—
Joi O
0 Jnu
0 .
0

qum
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Ul llla calluliica uc Joruall
Valores propios repetidos

Aj

0

o O -

1
Aj

S O -

0
1

o o -

_— O O O

>~
<.

hij Xhij
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Ejemplo

Sea A la matriz

3 -1 1 1 0 0
1 1 -1 =1 0 0
0o 0 2 0 1 1
A_0002—1—1
o 0 0 0 1 1
o0 0 0 1 1

Para calcular los valores propios de A hacemos
det (A — A\I) = [(3=XN)(1=N)+1](A=2)*[(1=N)*—1]

det (A =)= (A —=2)°A=0
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Ejemplo

det (A — M) = (A —2)°A =0

Es decir, A tiene un valor propio 2 de multiplicidad 5
y un valor propio 0 de multiplicidad 1. Nos
proponemos encontrar el diagrama de Matthew de los
vectores propios asociados a A; = 2.

Para ello definimos B = (A — 2I) y calculamos

BY. B!B? B°, - - -, sus rangos y nulidades

B'=1 pA-2)"=6 1 =6-6=0
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Ejemplo

=4

p(A — 21)

U1:6—4:2

-1 -1 -1

1

—1
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o o o o O O

o O O o O O

o O O O NN

o O O O NN

o O o O

p(A —2I)* =2
V2:6—2:4
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vy
w
|
o o o o o o

o O o o O O

o o o o o O

o O o o O

o o o O

—4
4

- O O O O

—4

p(A =217 =1
V3:6—1:5

Dado que 3 = 1 N0 es necesario continuar, pues v, = ;3.
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Ejemplo

Con la informacion anterior podemos calcular 7;:

ﬁg — V3 — U9 = 5—4=1
ﬁg — Vo — 1 = 4 —-2= 2
ﬁl — V1 — U = 2—0= 2

El diagrama de Matthew resulta ser

X
X X
X X

De donde se deduce que ¢ = 2, hy = 3Y hy = 2
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Ejemplo
qgq=2,h1=3Y hy =2.

| a forma canodnica de Jordan de la matriz A sera

J=M'AM

o O O O O

oS O O O o

oS O O N =

S O NN O O

SN = O O

o O O O O O
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FUIlllIa CallUl'lICa Uc Jor uall
Valores propios complejos

Cuando existen valores propios complejo es posible
efectuar otro cambio de coordenadas diferente que
produce también una matriz diagonal por bloques,
pero real, conocida como la Forma canonica Real de
Jordan.

La nueva matriz modal M p remplaza cada pareja de
vectores propios complejos conjugados por dos
vectores reales, uno con la parte real y otro con la
parte imaginaria de los vectores remplazados.

Para un valor propio complejo A = a + 5b que no se
repite, el bloque de Jordan asociado tendra la forma

a b
=15
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Ejemplo

Sea la matriz A

A =

Los valores propios de A son

A1

—1

)\2,3 — —0,5 -

0 05 0
0 0 =2
I 1 =2

- 70,866
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Ejemplo

La Forma Candnica de Jordan de A y la matriz modal
que la producen son:

1 0 0
J=|0 —05+ 70866 0
0 0 —0,5 — 50,866

"—0,408 (—0,015 — j0,408) (—0,015 + j0,408)"
M= | 0,816 (0,721 +j0,382) (0,721 — j0,382)
0,408 (0,346 — j0,217) (0,346 + j0,217)
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Ejemplo

Para obtener la Forma CanoOnica Real de Jordan de A
construimos la matriz real Mg, y verificamos.

0,408 —0,015 —0,408"
Mpz= | 0,816 0,721 0,382
0,408 0,346 —0,217

—1 0 0
Jp=M,'AMp | 0 —0,5 0,866
0 -0,866 —0,5
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Funciones de Viatrices
Cuadradas

Sea f(A) una funcion que opera sobre un escalar, y
sea A una matriz cuadrada n x n.

;como calcular f(A) ?

Es decir, ;como extender f()\) de los escalares a las
matrices?.

Si f(\) es un polinomio, la extension a las matrices se
fundamenta en la definicidn

ko — 0 —
A= AA---A A" =1

k veces
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Funciones de Viatrices
Cuadradas

Si la matriz A tiene una representacion canonica de
Jordan J obtenida con la matriz modal M, es decir, i
A = MJIM~! entonces

A= MIM H(MIM ) -.. (MIM ™)

N ——— | ————
k veces
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FUNciones
Cuadradas

Como J es un a matriz diagonal por bloques, el
calculo de J* puede efectuarse como sigue:

J. 0

0o J, -

0
0

ae

Jb =

IViatrices

J¥ 0

0 sz-ﬂ

0

0
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Funciones ade \viatrices
Cuadradas
Un polinomio genérico

F) = ag+ ard + ag\* + -+ - + a, \"
puede calcularse en A como
f(A) = agl + 1A + asA* + - - + a, A"
0 en funcion de las matrices M vy J:
f(A) =agMM '+ MIM ™! + ... + q,MJ"M

F(A) = Mf(I)M!
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Ejemplo

Calcular A" cuando A es una matriz diagonal:

0 Xy ---

A O
0 0

0
0

An

Ak

0 )\726

A0
0 0
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Ejemplo

Calcular A¥ cuando A es una matriz con la forma de
los bloques reales de Jordan para el caso en que los
valores propios son imaginarios puros

=

Calculamos los primeros términos A!, A%, A3, .. -:

0 b —b* 0 0 —b
RS R
—b 0 0 —b

bt 0 0 —0 0
4 5 __ 6 __
A__Ob4_ A__—b5 O}A{O —b°
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Ejemplo

Observando la secuencia se puede inferir que

k Sl k es par
2

Sl k es impar

—p.85/93



Funciones de Viatrices
Cuadradas

También es posible extender una funcion f(o) que no
sea un polinomio de los escalares a las matrices
empleando la representacion de f(o) en series de
Taylor expandidas alrededor de O (series de
MacLaurin):

o dFf(o
flo)=2_% da(k)
k=0 o

De esta forma se puede expresar f(o) como un poli-
nomio de o. SI A es una matriz cuadrada, puede cal-
cularse f(A) empleando ese polinomio.
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Funciones ae IViatrices

Cuadradas

Algunas expansiones de funciones comunes:
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Ejemplo

Sea A una matriz diagonal. Calcular e®?

ar_ g AL At AR AN
o2t o3 o4
1 0 0 A1 0 0
0 1 of ;10 X 0
eAt_ +ﬁ :
0 0 1 0 0 An
A2 0 0
2 [0 A3 0
+5 : +
0 0 AZ |
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gi(t) 0O
0 go(2)
0 0

SNt NN
TR 31
Mt 0
0 et 0
I 0 0 e)‘”t_
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Ejemplo

Sea A una matriz con la forma de los bloques reales
de Jordan para el caso en que los valores propios son
Imaginarios puros.

ar gy, A A2 AStR AYF

1! 2l 31 o4

ac_ [L O]t [0 b 2 [=b" 0
{01 1 |-=b 0] 201 0 b

L el B L U
3L 0] 40 b
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Ejemplo

212 414 313 Y Rst
(1 t b I t b I .. ) (@ t b I t b I v e
6At _ 2! 2! 1! 3! 5!
— (_@ I t3b3 t5b5 L ) (1 t2b2 I t4b4 Lo
o3 51 21 1 21

Cada uno de los terminos de la matriz corresponde a
la expansion de Taylor de una sinusoide , por lo tanto

et puede calcularse como

At | cos(bt) sin(bt)
| —sin(bt) cos(bt)

€
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Ejemplo

Sea A una matriz con la forma de los bloques reales
de Jordan
a b
A_ p—
¥

Para calcular e™"bfAt ascribimos A como la suma de
dos matrices:

S A - B O
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Ejemplo

De tal manera que e?! = eBte®!,

By {eat 0] Ct _ {cos(bt) sin(bt)}

© T 0 e —sin(bt) cos(bt)

y por lo tanto

AL _ {e"’t 0} {cos(bt) sin(bt)}

0 | |—sin(bt) cos(bt)

At _ | ¢ Cos(bt) e sin(bt)
| —e%sin(bt) e cos(bt)
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