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Sistema Discreto

Ul(z)

Jﬁ\l?(z;

b

Y (2)

Figura 1. Sistema discreto retroalimentado simple

(O

KG(z2)

U(z) 1+ KG(2)H(2)

. F'(z) es estable?, es decir, ¢sus polos estan en el cir-

culo unitario?
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Varias estrategias

1. Obtener un sistema continuo equivalente
Transformacion Bilineal

2. Metodos propios
Criterio de Jury

3. Adaptar métodos de sistemas continuos
Root-Locus
Criterio de Bode
Criterio de Nyquist
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Transformacion Bilineal

La transformacion
z+1
z—1

Se conoce como la Transformacion bilineal, ya que al
despejar r resulta una expresion similar:

T =

_7°+1
Cor—1

Z
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Transformacion Bilineal

2+ 1
T =
z— 1
Transforma la circunferencia unitaria en el gje

Imaginario:

Demostracion:

supongamos un valor de z que esta en la
circunferencia unitaria, es decir z = cos ¢ + j sin ¢
para algun valor de ¢.

Al aplicar la transformacion z se transforma en

coso + 7sin¢ + 1
cos¢ + gsin¢g — 1

T =
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Transformacion Bilineal
cos @ + 7sin@ + 1
cos® + jsing — 1
que puede escribirse como

T =

14+ cos¢+ jgsing
r = A
—1 +cos¢p+ gsin @

(14 cosg+ jsing) (—1 + cos¢p — jsin @)
(—1+ cosgp+ jsing) (—14 cos¢ — jsin @)

T =

—72sin ¢ 78in @
/]“: p—
2—2cos¢p cos¢p—1
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Transformacion Bilineal

< T

1+ 50 Indefinido
0,707 + 70,707 | 0 — 52,4142

0+ 41 0—jl1
—0,707 4 50,707 | 0 — 70,4142

—1+ 50 0450
—0,707 — 50,707 | 0 + 70,4142

0— 71 0471
0,707 — 50,707 | 0+ 52,4142
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Transformacion Bilineal

Plano z 9 -

Figura 2: Transformacion Bilineal
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Y (2)

. 1
G(z) = B
1
F(2) kG(2) NETE

+kG(z)H(z) 1+ k<z+0,3) (2+0,7)
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Ejemplo

| a funcion de transferencia del sistema realimentado
es

1
k(2+073) ]{(Z T 077)
S v w— T 24 2+ (k+0,21)
" Y (240,3) (2+0,7) ’

Al aplicar la transformacion bilineal a F'(z) se obtiene

. E((55) +0,7)

) = T (=) o
F(r) = k(rs—1,4r — 0,3)

Cr2(2,21 + k) + (1,58 — 2k) + 0,21 4 k
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Ejemplo

Los valores de K que hacen que todas las raices de

F'(z) esten dentro del circulo unitario en el plano z
son los mismos valores gue hacen que todas las raices

de F(r) estén en el semiplano izquierdo del plano r.
Aplicamos Routh-Hurwitz a £'(r):

7" p—
r2(2,21 + k) + (1,58 — 2k) + 0,21 + k

r*| (221 +K) (0,21 + K)
rl | (1,58 — 2K)
rV | (0,21 + K)
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Ejemplo

r* (221 4+ K) (0,21 + K)
rl | (1,58 — 2K)
rV | (0,21 + K)

Condiciones de Estabilidad
221+ K >0 1.8 — 2K >0 0,214+ K >0

O lo que es equivalente:

—0,21 < K < 0,79
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Criterio de Jury

Es un método analogo al del Criterio de
Routh-Hurwitz. Se trata de construir un arreglo (el

Arreglo de Jury) y analizarlo. Dado un polinomio p(z)
p(2) = an2" + an 12" 4 a0zt + a1zt + ag

en donde los coeficientes a; son reales y a,, €s positivo,
es posible construir el Arreglo de Jury de p(z) a partir
de los coeficientes a;
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Arreglo de Jury

Fila 2V 21 22 2k 272 gnml m
1 ag a1 a9 Qyy— ke Ap—o9 CQp_1 Qp
2 U Ap—-1 Ap-2 QA a2 aq ao
3 bO bl bZ bn—k bn—2 bn—l
4 b,_1 bp_o b,_3 br._1 by bo
5) Co C1 Co Cri—Fk Cp—2
6 Ch—2 Cp—3 Cn—4 Ck—2 Co
2n—95 | po D1 D2 P3
2n—4 | p3 P2 P1 Po
2n—3 | qo q1 q2
a7




Arreglo de Jury

Cada linea par contiene los mismos coeficientes que

la linea iInmediatamente anterior pero en el orden
INVerso.

Los elementos de las lineas impares se construyen asi:

b — ag An—k o bO bn—l—k
079 AL n—1 k
o Cn—2—k
dip = "
Cn—2 Ck
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Arreglo de Jury

Es decir, el primer elemento de una fila impar se
calcula como el determinate de la matriz construida
tomando de las dos lineas inmediatamente anteriores
la primera y la Gltima columna; el segundo elemento
de forma similar pero con la primera y la penultima
columnas; el tercero con la primera y la antepenul-
tima. Dado que el ultimo elemento seria el determi-
nante de la matriz formada con dos columnas iguales
(la primera dos veces), este valor sera siempre cero, y
por tanto no se escribe en el arreglo (se ha eliminado).
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Ejemplo

p(2) =1+ 22+ 32" +42° + 52°

Fila | 2° z z z

1 1 2 3 4 5

(G} S VS )
S
w
S
\V)
S
[
S
o

I 5 1 4
b0—51——24 b1—52——18
1 3 I 2
b2—53——12 b3—54——6
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Ejemplo

p(2) =1+ 22+ 32" +42° + 52°

Fila 20 2! 22 23 24

1 1 2 3 4 5

2 5 4 3 2 1

3 —24 —-18 —12 —6

4 —6 —-12 —-18 =24

5 Co C1 C2
—0 —24 —12
Lo TV A=) g g

—24 —18
Co — = 180

—6 —12

= 360
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Ejemplo

p(2) =1+ 22+ 32" +42° + 52°

Fila

ZO

Zl

Ot =~ W N =

1
D
—24
—6
504

2
4
—18
—12
360

180
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Criterio de Jury

Las condiciones necesarias y suficientes para que
p(z) tenga todas sus raices en el interior del circulo
unitario del plano z son:

p(1) >0

> (0 Slnespar
—1 . .
pl ){<O SI n €s Impar

ag] < ay
o] > |bn_i]
lco| > |ca—a| » n — 1 restricciones

o] > ¢
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Criterio de Jury

NoOtese que este criterio se reduce a unas condiciones
muy simples para el caso de polinomios de segundo
orden (n = 2):

p(1) >0
p(—1) >0

’CLO‘ < a9
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Ejemplo

p(2) =1+ 22+ 32" +42° + 52°
p(1) =1+2()' +3(1)* +4(1)* +5(1)* =15 >0
p(—1) = 142(=1)"+3(—1)*4+4(—1)°+5(-1)* =3 > 0

1 = ’CLO‘ < Gy = O
504 = ‘CO‘ > ‘CQ‘ = 180

Por lo que p(z) tiene todas su raices en el interior del
circulo unitario. Efectivamente, las raices de p(z) son:

r, = 0,1378 T i0,6782 34 — —0,5378 T i0,3583
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Y (2)

Figura 4. Sistema discreto retroalimentado simple

1 1
G =103 P =107
kG(2) k(2 4 0,7)

Fz) = 1+ kG(2)H(2) T 224+ (k+0,21)
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Ejemplo

F(z) — k(z+0,7)
242+ (k40,21

Las condiciones son:
p(l)=14+14+(021+K) >0

p(—1)=1—-1+(0214+K) >0
’O,Ql—I—K‘:‘CLQ‘ <ay=1

K > —221 K > —0,21 — 121 < K < 0,79

—0,21 < K < 0,79
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Root-Locus

El root-locus y el root-locus complementario muestran
como varia la ubicacion de los polos de un sistema re-
alimentado al variar K. Pueden emplearse estos dia-
gramas en forma analoga a como se emplean en el caso
continuo para determinar la estabilidad de un sistema
discreto: deben encontrarse las condiciones para que
todas las ramas del root-locus y el root-locus comple-
menatrio estén en el interior del circulo unitario.
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Y (2)

Figura 5: Sistema discreto retroalimentado simple

1 1
G =103 P =107
kG(2) k(2 4 0,7)

Fz) = 1+ kG(2)H(2) T 224+ (k+0,21)
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Ejemplo
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Ejemplo

El root-locus cruza el eje imaginario en
—0,5 £1i4/1 — 0,52 = —0,5 & j0,86, Estos puntos
corresponden a una ganancia K., positiva tal que

1

K.y — | |
' (0,5 4 70,86 4 0,3)(=0,5 + j0,86 + 0,7)

K. = 0,79
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Ejemplo

El root-locus complementario cruza el eje imaginario
en —1 y en 1.Estos puntos corresponden a unas
ganancias K., y K3 negativa tales que

1
K., = — 021
. (—1+0,3)(—=1+0,7)
K ! = —2.21
“ o la+o03)a+on| 7

021 < K < 0.79
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Diagramas y Criterio de Bode

Diagfama de Bode]dcg Magnitud
Root-Locusk > 0k < 0 | - “

A \
1 L T
JV el

A
Y

180°F—————
Digrama de Bode de Fase

Figura 7: Relacion entre el root-locus y los diagramas
de Bode
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Diagramas y Criterio de Bode

Ya no es interesante recorrer el eje imaginario jw,
sino la circunferencia unitaria. Esta ultima se puede

recorrer con la funcioén e/, variando w entre 0 y 2.

En efecto, podemos emplear la Formula de Euler para
escribir

. jor | g—iw
cos jw = =
. jor i
sin jw = < 2;?
e’* = cosx + jsin

e/“ es un nimero complejo de magnitud 1 y angulo w,
por lo tanto, si w varia entre 0 y 27 se recorre la
circunferencia unitaria.
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Diagramas y Criterio de Bode

Al igual que en el caso continuo, podemos argumentar
la simetria del root-locus para estudiar recorrer

unicamente la mitad de la circunferencia, es decir,
tomar0 < w < 7

En resumen, podemos trazar los diagramas de
IG(e?)H (e/*)| y arg G(e/“)H (e’*) con 0 < w < T, 0
lo que es igual, trazar los diagramas de |G (5 f)H (5 f)]

yarg G(5f)H(jf) con 0 < f < <. Estos son los di-
agramas de bode para sistemas discretos. y emplean

las mismas escalas que los diagramas de bode para sis-
tema continuos.

—-p.32/47



Diagramas y Criterio de Bode

Piagrama de Bode de Magnitud
ejd) w
Root-Locusk > 0k <0 I g

A

¥ Diagramade Bode de Fase

Figura 8: Relacion entre el root-locus y los diagramas
de Bode para el caso discreto
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Y (2)

Figura 9: Sistema discreto retroalimentado simple

1 1
G =103 P =107
kG(2) k(2 4 0,7)

Fz) = 1+ kG(2)H(2) T 224+ (k+0,21)
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Ejemplo

17

Magnitude

13,5550db 13-

2,04db -

Hz

10 10_ |
0,3338Hz

degrees Phase I

10

-120
£160 -
— 180_200—_'
-240
-280
-320

-360

Hz

10

10 10

10
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Ejemplo

El angulo de G(e/¥)H (e/*) es —180° para una
frecuencia de 0,3338Hz, es decir para

w = 270,3338 = 2.094. En esa frecuencia el valor de
la magnitud de G(e’“)H (e’) es de 2,04db, lo que
significa que la magnitud de /&, en decibeles, para la
cual una rama del Root-Locus atraviesa la
circunferencia unitaria es tal que . = 2,04, lo

] |Kcl ’textendb
que equivale a:

1 | K1 lendb | K1 lendb

— 10 20 Kc — 10~ 20
‘Kd’ ’ 1‘

Kal=10"% =079 K. =079
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Ejemplo

El diagrama de fase es asintotico a 0°, es decir que
para w = 0 el &ngulo de G(e’*)H (e’*) es 0°. También
se observa que para una frecuencia de %Hz, es decir

w = 7 el angulo es de —360°, que es igual a 0°.
Lo anterior significa que dos ramas del root locus
complementario cruzan la circunferencia unitaria en

K.y K. 3 que se pueden calcular como:

—6,89

Kpo|=10""2 =221  K,=-221

13,555
20

Kgl =102 =021 K,;=-021
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Diagramay Criterio de Nyquist

El criterio de Nyquist para sistemas realimentados
continuos se construye empleando una trayectorias
que encierran todo el semiplano derecho y asi poder
emplear el principio del argumento.

Para sistemas discretos realimentados es necesario
modificar la trayectoria de nyquist, para que encierre
toda la porcion del plano complejo que esta por fuera
del circulo unitario.
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Trayectoria de Nyqguist

Figura 11: Trayectoria de Nyquist para el caso discreto
general
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Trayectoria de Nyqguist

Figura 12: Trayectoria de Nyquist para el caso discreto
con polos en la circunferencia unitaria
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Criterio de Nyquist

Criterio de Nyquist para sistemas discretos: El
nlimero de polos por fuera del circulo unitario
que tiene un sistema discreto realimentado, con
k = 1 puede determinarse a partir de la ecuacion

NUmero de ,
NUmero de

veces que Numero  de

el  diagrama Eigltg?n . ?gl polos de

de Nyquist . ]

G(z)H(z) por Tuera 5e| circulo

encierra al del circulo L
unitario

punto (—1,0) unitario
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Y (2)

Figura 13: Sistema discreto retroalimentado simple

1 1
G =103 P =107
kG(2) k(2 4 0,7)

Fz) = 1+ kG(2)H(2) T 224+ (k+0,21)
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Ejemplo

Nyquist plot
Im(h(exp(2i* pi*f*dt)))
4
/9455‘—\ 466
3_ —]
/ 479
2 / N
l_
018 \
0 K > -0.5
L\J 1
1 589 2.21 21
\ 488
-2 N /
3 4 -] !
<07 _os3— Re(h(ex(
2% pi*f* )
_4 T | T T | T T | T T
2 1 0 1 2 3 4 5
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Ejemplo

El diagrama de Nyquist encierra una vez el punto
(—1,0). Ademaés, G(z)H (z) tiene cero polos por
fuera del circulo unitario. Segun el criterio de Nyquist
se tiene que

NuUumero de
polos del
sistema re-

I = alimentado — 0
por fuera
del circulo
unitario

y por lo tanto el sistema realimentado con KX = 1 es
Inestable
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Ejemplo
Sin embargo el nimero de veces gque se encierra el pun-
to (—1,0) puede ser O si el diagrama se amplifica por
un valor positivo menor que 0,79. En estas condiciones
el sistema realimentado sera estable. Por lo tanto, para

que el sistema realimentado sea estable con valores
negativos de £, se necesitaque 0 < K < 0,79
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Ejemplo

El nimero de veces que el diagrama de nyquist puede

encerrar al punto (1,0) es 0, 1 0 2 en las siguientes
condiciones:

Si1 se amplifica por una cantidad menor que 0,21
lo enclerra 0 veces.

Si1 se amplifica por una cantidad mayor que 0,21
y menor que 2,21 lo encierra 1 vez.

Si se amplifica por una cantidad mayor que 2,21
lo enclerra 2 veces.
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Ejemplo
Condiciones de Estabilidad

Valores positivos de k: 0 < £ < 0,79
Valores negativos de £: 0 > k£ > —0,21

021 < K < 0.79
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