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Sistema Continuo
Uls)

7

E(s)

Y (s)

Figura 1: Sistema continuo retroalimentado simple

Y (s) KG(s)

U(s) 1+ KG(s)H(s)

. F'(s) es estable?, es decir, ¢su denominador tiene to-
das las raices en el semiplano izquierdo?

F(s) =
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Raices de polinomios

p(s) = ans™ + ap_15" "+ 4 a15 + ag

¢ Como determinar si las raices del polinomio estan
ubicadas todas en el semiplano izquierdo?
Resaltamos:

Si p(s) tiene coeficientes de signos diferentes, o
coeficientes cero, entonces tiene al menos una
raiz en el semiplano derecho o en el eje
Imaginario.

Si p(s) tiene todos sus coeficientes del mismo
signo, no podemos extraer conclusiones a priori
sobre la ubicacion de sus raices
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Raices de polinomios

Demostracion: supdngase primero que p(s) tiene solo
raices reales:

p(s) =G(s—ag)(s —ag) - (s — ay)

Si las raices «; son todas negativas, los terminos —qy;
seran todos positivos, y en general el producto

(s —a1)(s — as)--- (s — ay) tendra todos los
coeficientes positivos. De esta forma, los coeficientes
de p(s) seran todos positivos o todos negativos,
dependiendo del signo de &
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Raices de polinomios

Supongase que p(s) tiene dos raices complejas
conjugadas:

p(s) = G(s—(0+jw))(s—=(0—jw))(s—as) - - - (s—an)

El producto de los términos que tienen que ver con las
raices complejas es:

(s — (6 + jw))(s — (6 — jw)) = 5° — 205 + (6% + w?)

Si 6 < 0, es decir si las raices estan en el semiplano
izquierdo, p(s) tendra solo coeficientes positivos, y por
tanto p(s) tendra todos sus coeficentes del mismo signo
(positivos si GG es positiva y negativos si GG es negativa).
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Raices de polinomios

p(s) = ans" + ap_15" "+ -+ a5 + ag

Como consecuencia de lo anterior, si p(s) tiene coefi-
cientes de signos diferentes, o cero, podemos asegurar
que tiene una o0 mas raices en el semipano derecho o
en el eje imaginario. Si todos los coeficientes iguales,
es necesario realizar otro tipo de pruebas antes de es-
tablecer la ubicacion de sus raices. Una de esas prue-
bas se conoce como la prueba de Routh-Hurwitz, para
lo cual es necesario primero construir un arreglo es-
pecifico con los coeficientes de p(s)
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Arreglo de Routh

Dado un polinomio p(s)

p(s) = ans™ + ap_15" + - 4 a15 + ag

Es posible construir el Arreglo de Routh de p(s) a
partir de los coeficientes a;. Se llenan las dos primeras
lineas

s" a, Qp_o --- a1
n—1

S p—-1 Ap-3 -+ Ao
Sn—2

Sl

SO
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Arreglo de Routh

Cada nueva linea se construye con informacion
de las dos lineas inmediatamente anteriores.

1+2 a, as as
SZ+1 b1 bg bg

C1 C2 C3

Figura 2: Arreglo de Routh. Dos lineas genéricas
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Arreglo de Routh

142

S ap a9 Qs
S/H_1 bl b2 bg
s’ cT Cy C3

el ttrmino j—ésimo de una linea (c;) se calcula:

ay aj41
b1 bji1
by

Cj:
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Arreglo de Routh

Ejemplo: p(s) = s° + s* + 3s% + 9s* + 165 + 10

11 3 16

S =N W
S
[
SE
(N
S
w

W »W »W »w »w O

—_ =
O W

16
10
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Arreglo de Routh
Ejemplo: p(s) = s° + s* + 3s% + 9s* + 165 + 10

s> 1 3 16
st1'1 9 10
3| —6 6
82 dl dg
81 €1 €9
' fi fo

I 9 1 10

—6 6 —6 0

d; = = 10 dy = = 10

—6 —6
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Arreglo de Routh
Ejemplo: p(s) = s° + s* + 3s% + 9s* + 165 + 10

—6 0
10 10

10

| 1 3

s*1'1 9

3| —6 6

s2 110 10
S1 €1

s J1

=12 f

16
10

10 10
12 0

12

= 10
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Arreglo de Routh

Ejemplo: p(s) = s° + s* + 3s% + 95 + 165 + 10
11 3 16
11 9 10
3| —6 6
s 10 10
st | 12
s 10
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Arreglo de Routh

Algunos aspectos de la construccion del arreglo

El numero de filas del arreglo disminuye
progresivamente: cada dos filas se disminuye una
columna.

El termino que esta en la Gltima columna justo
antes de desaparecer es siempre el mismo (es 10
en el ejemplo), debido a que éste se calculara
siempre como

o &

o S
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Criterio de Routh-Hurwitz
Dado un polinomio p(s)
p(s8) = ans" + ap_15" "+ -+ a5 + ag

El nimero de raices de p(s) en el semiplano derecho
es igual al nUmero de cambios de signo que se suceden
en la primera columna del arreglo de Routh de dicho

polinomio
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Criterio de Roth-Hurwitz

Ejemplo: p(s) = s° + s* + 3s% + 95 + 165 + 10
11 3 16
11 9 10
3| —6 6
s> 10 10
st | 12
s 10

p(s) tiene dos raices en el semipleno derecho, ya que
su arreglo de Rotuh tiene dos cambios de signo en la

primera columna: uno al pasar de 1 a —6, y otro al
pasar de —6 a 10.
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Estabilidad

Y (s)

Figura 3: Sistema continuo retroalimentado simple

Y (s) KG(s)

U(s) 1+ KG(s)H(s)

Los polos de ['(s) dependen de K. ¢Para qué valores
de K el sistema realimentado es estable?. Empleamos
el criterio de Routh-Hurwitz.

F(s) =
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Estabilidad por Routh-Hurwitz
Ejemplo:

Y (s)

Figura 4: Sistema continuo retroalimentado simple

KG(s) k(s+1)

Fls) = 1+ KG(s)H(s) T 2+ 3s+ (k +2)
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Estabilidad por Routh-Hurwitz

B k(s+1)
F(S)_52+33+(k+2)

52 1 k + 2
s! 3
s k+2

Para que todas las raices estén en el semiplano
1zquierdo, y por lo tanto el sistema sea estable, los
signos de la primera columna deben ser iguales:

kK+2>0 k> —2

Cuando £ = —2: Estabilidad Marginal.
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Estabilidad por Routh-Hurwitz
Ejemplo:

Y (s)

1 1
Gls) = (s + 1)(s + 2) H(s) = 533
KG(s) k(s +3)

Fls) = 1+ KG(s)H(s) T S 4652+ 11s+ (6 4 k)
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Estabilidad por Routh-Hurwitz

k(s +3)

F(s) =
(5) s3 + 652+ 11s + (6 + k)

1 11

6 O6+4+F
60—k

6
6+ k

o =N W

»W »Ww »W O

Para asegura estabilidad:

(60 — k) >0 y (64 k) >0
k€ (—6,60)

Cuando k£ = —6 0 k = 60: Estabilidad Marginal.
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Estabilidad por Routh-Hurwitz
Ejemplo:

+( - K —G(s) Y—(S)

Figura 6: Sistema continuo retroalimentado simple

Supongase gue existe un sistema dinamico continuo
cuya funcion de transferencia tiene el siguiente
denominador

Dp(s) = s° 4+ 3ks® + (k +2)s + 4
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Estabilidad por Routh-Hurwitz

s3 1 k+ 2
2 3k 4
sl 3k*+6k—4

3k
sV 4

Para que todas las raices estén en el semiplano
1zquierdo, y por lo tanto el sistema sea estable, los
signos de la primera columna deben ser iguales:

{ 3k >0

2 _
3k—§2k 4>O
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Estabilidad por Routh-Hurwitz

{ 3k > 0
3k*+6k—4

>0
La segunda condicion podria darse si tanto numerador
como denominador son del mismo signo; no pueden
ser negativos por la primera condicion.

k>0
3k* + 6k —4 >0
La segunda condicion se cumple si £ < —2.52 0k >

0,52, pero k debe ser positivo. Por lo tanto, aseguramos
que el sistema sea estable si y solo si £ > 0,52
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Problemas en el arreglo

sl a1 as as
S/H_1 bl bg bg
Si C1 C2 C3
ay aj+1
. b1 b1
J bl

¢que pasa si b; = 07?
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Ceros en la primera columna
Ejemplo

p(s) = s* 4+ 5% +25° + 25 + 3

1 3
1
0

S = N W
W DN DO

»W »W »Ww »w O

Se remplaza 0 por ¢, se completa el arreglo, y luego
analizar el limite cuando ¢ tiende a cero por la derecha.
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Ceros en la primera columna

s*1 1 2 3
g3 1 2
2 9 3
st -3

e
sV 3

Cuando ¢ — 0™ resultan dos raices en el SPD:

st 1 2 3
N

| 0F 3

st | —o0

s 3

~p.27/31



Terminacion prematura

Una dificultad mayor surge cuando todos los terminos
de una fila se hacen cero. Este hecho se conoce como
la terminacion prematura del arreglo, y esta
relacionada con polinomios con raices ubicadas en
forma simetrica respecto al origen, como por ejemplo
cuando existen raices en el eje imaginario. Ejemplo:

p(s) = 5" 4 s 4+ 55° + 55° + 45 + 4

p(s) = (s + 1)(s* + 55* + 4)
p(s) = (s + 1)(s* + 1)(s* + 4)
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Terminacion prematura
Ejemplo:

p(s) = s” 4 s+ 55° + 55° + 45 + 4
1 5 4
1 5 4
0

S =N W s Ot
o Ot Ot

»W »W »Ww »w »w O
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Terminacion prematura

Se escribe el polinomio p(s) que se obtiene de la fila
Inmediatemente superior a la de quedd con ceros:

p(s) = s* +5s* +4

Este polinomio resulta ser un divisor exacto de p(s).
El arreglo de Routh lo continuamos remplazando la
fila de ceros por los coeficientes de la derivada de

p(s):
WPE) 4 4108
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Terminacion prematura

El arreglo resulta ser:

s> 1 5 4
s*1'1 5 4
s34 10
s°125 4

s'| 3.6

U 4

Por lo tanto p(s) no tiene ceros en el SPD
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