Ecuaciones Diferenciales y de
Diferencia

Oscar Duarte

Facultad de Ingenieria
Universidad Nacional de Colombia

1/79


http://www.ing.unal.edu.co/~ogduarte/

Ecuaciones Diferenciales
Igualdades que incluyen derivadas

d:v_

= 21 (t)

2/79



Ecuaciones Diferenciales
Igualdades que incluyen derivadas

dx

=
La solucion de una Ecuacion Diferencial es
una funcion f(t)t € R

2x(t)

2/79



Ecuaciones Diferenciales
Ilgualdades que incluyen derivadas
dx
=
La solucion de una Ecuacion Diferencial es
una funcion f(t)t € R

)= ity =2e"  fift) = 3"

2x(t)

2/79



Ecuaciones Diferenciales
Igualdades que incluyen derivadas

dx

=
La solucion de una Ecuacion Diferencial es
una funcion f(t)t € R
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2x(t)



Tiempo Discreto

La variable que mide el tiempo (k) varia
discretamente .

k=123,
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Tiempo Discreto

La variable que mide el tiempo (k) varia
discretamente .

k=123 ...
k=T 2T 3T.--- TER
k:k17k27k37'”

z(k) r(k+1) r(k—1)
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Ecuaciones de Diferencias
Igualdades que incluyen diferencias

r(k + 1) = 22(k)

a solucién de una Ecuacion Diferencial es
una funcion f(k) k € Z

filk) =2 fo(k)=2(2")  fs(k) =3(2")
Condiciones Auxiliares

f(O), f(1)7 f(2)7 f(3)7 7f(n)



Comparacion

Ecuaciones Dife-
renciales

Ecuacionesde Dife-
rencia

derivadas diferencias finitas.
t € R k€ Z.
f(t)teR f(k)keZ

C.1. C.1.

y(())? y(1>7 y(z)v S




ED Lineales. CoeTiCientes cons-
tantes

dy" d
g 4+ a1y 4+ agy(t) =

bmcj;;m Fooe A bl% -+ boU(t)
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ED Lineales. CoeTiCientes cons-
tantes

a, e+ a4 agy(t) =
by 2o + -+ -+ b+ boul(t)

apy(k+n)+ -+ ay(k + 1) + apy(k) =
bnu(k +m) + - - -+ biu(k + 1) + bou(k)



VIetodos de solucion de e.D. LI-
neales

|_a solucidn de una E.D. lineal tiene dos
componentes:

Ycompleta (t) — yhomqqénea(t) T Yparticular (t)
y(t) = yn(t) + yp(t)
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IVIetodos de solucion de E.D. LI-

neales

|_a solucidn de una E.D. lineal tiene dos

componentes:

Ycompleta (t) — yhomqqénea(t) T Yparticular (t)

y(t) = yn(?)

En el caso discreto

yp(t)

yCOmpleta(k) — yhOmOQénea(k) T yparticular(k)
y(k) = yn(k) + yp(k)
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Un Procedimiento “tortuoso”
1. Obtener la solucion homogénea;

aparecen coeficientes desconocidos

- p.8/79



Un Procedimiento “tortuoso”
1. Obtener la solucion homogénea;
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Un Procedimiento “tortuoso”
1. Obtener la solucion homogénea;

aparecen coeficientes desconocidos
2. Obtener una solucion particular y,,(-).

3. Construir la respuesta completa

y(-) = yn(+) + y,(-), remplazar las
condiciones Iniciales, y obtener los

coeficientes desconocidos
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|_a solucion de la homogenea
a ecuacion homogeénea esta igualada a 0
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la ecuacion a,\" + - -+ + a1 A +ag =0
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|_a solucion de la homogenea
a ecuacion homogeénea esta igualada a 0

1. Se escribe el polinomio caracteristico de
la ecuacion a,\" + - -+ + a1 A +ag =0

2. Se obtienen las raices \; del polinomio
caracteristico

3. Continuo: yy,(t) = cieM + - - - + ¢,eM!
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|_a solucion de la homogenea
a ecuacion homogeénea esta igualada a 0

1.

Se escribe el polinomio caracteristico de
la ecuacion a,\" + - -+ + a1 A +ag =0

Se obtienen las raices \; del polinomio
caracteristico

Continuo: yy,(t) = cieM! + - - - + ¢ e!

Discreto: y;,(k) = i \Y + - - + e, \¥
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|_a solucion particular

Generalmente se procede “probando” una
solucion similar a la funcion de entrada, wu(?).

Funciones simples como escalones, polino-
mios, exponenciales, sinusoides.
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Un Ejemplo
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fO)=t*+5t+3 Cly0)=2 g0)=3
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Un Ejemplo

i+ 3y +2y = f(¢)
fO)=t*+5t+3 Cly0)=2 g0)=3
El polinomio caracteristico es:

PA) =X +3A+2=A+2)(A+1)

Raices: A\ = —1 Xy = —2

Yn(t) = cre !+ coe™ A



Un Ejemplo

Una solucion particular:
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Un Ejemplo
Una solucion particular: f(¢) es un
polinomio de grado 2, probamos:
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Un Ejemplo
Una solucion particular: f(¢) es un
polinomio de grado 2, probamos:

yp(t) = Bot” + Bt + B

Calculamos :

Up(t) = 20ot+ 51 G(t) =202 f(t) = 2t+5

Remplazamos en la E.D.:

262+ 3(280t + 1) +2(Bot™ + it +B) = 2t + 2,



Un Ejemplo

285+ 3(28ot + 1) +2(Bot? + But + o) = 2t +5



Un Ejemplo

285+ 3(28ot + 1) +2(Bot? + But + o) = 2t +5

2Bt + (6854281 )t + (282 +351+206y) = 2t+5



Un Ejemplo

285+ 3(28ot + 1) +2(Bot? + But + o) = 2t +5
2Bt + (6854281 )t + (282 +351+206y) = 2t+5

Igualamos coeficientes

20 =0
602 + 204 = 2
252 -+ 361 —+ 25@ =5



Un Ejemplo
Igualamos coeficientes

235 =0

662 -+ 261 — )
252 -+ 361 -+ Qﬁo — D



Un Ejemplo
Igualamos coeficientes
235 = ()
609 + 204 = 2
209+ 3061 + 28y =5

Ba=0 pP1=1 [p=1



Un Ejemplo
Igualamos coeficientes
2655 =)
609 + 204 = 2
202+ 301+ 260 =5
Go=0 01=1 [y=1
yp(t) =t +1



Un Ejemplo
La respuesta completa es:

y(t) = yn(t) + yp(¥)

y(t) = cre™ + e+t 41
Y su primera derivada es:

— 2t

y(t) = —cie”" — 2c0e” " + 1



Un Ejemplo
En¢ = 0 se evaluan C.I.

y(0) =cre "+ ' +0+1=ci+ep+1=2

y(O) — —616_0—2C2€_0—|—1 — _61—262+1 — 3
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Un Ejemplo
En¢ = 0 se evaluan C.I.

y(0) =cre "+ ' +0+1=ci+ep+1=2

y(O) — —616_0—2C2€_0—|—1 — _61—262+1 — 3

01:4 02:—3
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Un Ejemplo
En¢ = 0 se evaluan C.I.

y(0) =cie " +ce " +0+1=citept+1l=2

y(0) = —cre ' =2ce 41 = —c1—20+1 = 3

y(t) =4de ' —3e * +t+1

- p.16/79



un algoritmo para E. de Dite-
rencias

2y(k +2) = 3y(k + 1) +y(k) = f(k)



un algoritmo para E. de Dite-
rencias

2y(k +2) = 3y(k + 1) + y(k) = f(k)

f(k)=k Cl y0)=2 y1)=1



un algoritmo para E. de Dite-
rencias

2y(k +2) = 3y(k + 1) + y(k) = f(k)

flky=k* ClL y0)=2 y(1) =1
despejamos la diferencia de orden mayor

y(k+2) = 5 (F(K) + 3y(k + 1) — y(k)



un algoritmo para E. de Dite-
rencias

kIl k* \yk) [y(k+1) | y(k+2)




un algoritmo para E. de Dite-
rencias

kK> yk)  y(k+1) | y(k+2)
010 |y(0)=2 y(1)=1 y(2)="7




un algoritmo para E. de Dite-
rencias

kK> yk)  y(k+1) | y(k+2)
010 |y(0)=2 y(1)=1 y(2)="7

(f(k)+3y(k+1) —y(k))



un algoritmo para E. de Dite-

rencias
k1K yk) Jy(k+1)] y(k+2)
010 |y(0)=2]y(1)=1]y(2)=1/2




un algoritmo para E. de Dite-

rencias
kI kS yk) | y(k+1) | y(k+2)
010 y0)=2] y(1)=1 |y(2)=1/
L1yl =11y(2) =1/2]y(3) =3/
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un algoritmo para E. de Dite-

rencias
AN

k| k? y(/f)\ y(k+1) | y(k+2)

00 /y(O)—Z\ y() =1 y(2)=1/2
L1 y(l)=1 |y(2)=1/2) y(3) =3/4
2 (3) = 3/4 | y(3) = 23/8

4wy




Un Procedimiento “elegante”

1. Aplicar la transformada (de Laplace 0 Z
segun sea el caso) a cada lado de la
Ecuacion.

- p.19/79



Un Procedimiento “elegante”

1. Aplicar la transformada (de Laplace 0 Z

segun sea el caso) a cada lado de la
Ecuacion.

2. Despejar la transformada de la funcion
desconocida.
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Un Procedimiento “elegante”

1. Aplicar la transformada (de Laplace 0 Z
segun sea el caso) a cada lado de la
Ecuacion.

2. Despejar la transformada de la funcion
desconocida.

3. Aplicar la transformada inversa (de
Laplace 0 Z segun sea el caso) a la
funcion desconocida.
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Transformadas

f(t)- ﬁ - F(s)

R—R C—C

Figura 1: Transformada de Laplace
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Transformadas

f(t)- ﬁ - F(s)

R—R C—C

Figura 2: Transformada de Laplace

fll———F(>

7, — R C—C

Figura 2: Transformada Z
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Transformadas
f(t): R—R

F(s) = L{f(1)} = / " ft)eat



Transformadas
f(t): R—R

F(s) = L{f(1)} = / " ft)eat

f(k):Z — R

Fz)= Z{fk)} =Y (k)2



Transformadas
f(t): R—R

F(s) = L{f(1)} = / " ft)eat

f(k):Z — R

Fz)= Z{fk)} =Y (k)2

T. Bilaterales, R.O.C.



Propiedades. Linealidad

L{fi(t) + fot) } = Fi(s) + Fo(s)
L{af(t)} =aF(s)



Propiedades. Linealidad



Propiedades. Diferencias

L {%(tt)} = sF(s) — f(07)




Propiedades. Diferencias

L {%(tt)} = sF(s) — f(07)

Z{f(k+1)} = 2F(2) = 2£(0)



Propiedades. Diferencias

E{d”f(t)} _ SnF(S)

at™

- s O0)




Propiedades. Diferencias
L {dZ{ét)} = s"F(s)
_Zn 1 gn—i—1 z)(0+)

2k +n)p=2"F(2)
- Y &)




Propiedades. Convolucion

L{f1(t) * fo(t)} = Fi(s)Fa(s)
t) x folt) / fi(t — 1) fa(T



Propiedades. Convolucion
LSi1(t) = fot)} = Fi(s)Fa(s)
0xfalt) = [ filt =l
Z{N(k) * fa(k)} = Fi(z) Fa(z)

k) * fak Zfl ) falh — k)



Propledades. Desplazamiento y
Escalamiento

LL{e"f(t)} = F(s — a)



Propledades. Desplazamiento y
Escalamiento

LL{e"f(t)} = F(s — a)
Z{d"f(t)} = F(z/a)



Propledades. Desplazamiento y
Escalamiento

LL{e"f(t)} = F(s — a)
Z{d"f(t)} = F(z/a)

Y otras propiedades semejantes...



Parejas Elementales

Laplace Z
f(t) F(s) (k) F(z)
1(t) ; p(k) g
oAl ﬁ aF Zf_a
sinwt | ot [sinak | e
COS Wi o cos ak 22%£2c228a11
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Parejas Elementales

Laplace z
£(t) F(s) f (k) F(2)
et sin wt (8_0302+w2 b* sin ak ZQ—Q%ZSéESaa+bQ
et cos wt (3_(;2042& b* cos ak 72 igzz iﬁf v
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Comparacion
Son fraccciones de polinomios en la
variable compleja (s 0 2).
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Comparacion
Son fraccciones de polinomios en la
variable compleja (s 0 z).

En funciones analogas el orden del
denominador es el mismo. En el
numerador el orden difiere en 1
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Comparacion
Son fraccciones de polinomios en la
variable compleja (s 0 z).

En funciones analogas el orden del
denominador es el mismo. En el
numerador el orden difiere en 1

Los polos determinan el tipo de funcion
en el dominio del tiempo.
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Comparacion
Son fraccciones de polinomios en la
variable compleja (s 0 2).

En funciones analogas el orden del

denominador es el mismo. En el
numerador el orden difiere en 1

Los polos determinan el tipo de funcion
en el dominio del tiempo.

Polos repetidos

—p.29/79



Escalon

Ft) = p(t)  F(s) = -

S
Polo en el origen



Escalon

f(t) = p(t)

Polo en el origen

Poloen (1,0)




Escaldon continuo
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Escaldon discreto
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EXponenclales y series geometri-
cas
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EXponenclales y series geometri-
cas

a > 0 creciente. Ej; *

a < 0 decreciente. Ej: e %
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Exponenciales
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EXponenclales y series geometri-
cas




EXponenclales y series geometri-
cas

k
0 < a < 1 decreciente. Ej: (—)

1 < a creciente. Ej: 2"

. _ 1\ "
—1 < a < 0 decreciente alternante. Ej: <—§>

a < —1 creciente alternante. Ej: 2"

- p.35/79



Series Geomeétricas
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Sinusoidales

f(t) = sin(wt)




Sinusoidales

f(t) = sin(wt) F(s) =

Polos Imaginarios puros =+ jw
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Sinusoidales

W

f(t) = sin(wt) F(s) = 2

Polos Imaginarios puros =+ jw
Un resultado similar para cos(wt)

-p.37/79



Sinusoides



Sinusoidales

Zsln a

f(k) = sin(ak) F(z) =

22 —92zcosa+ 1



Sinusoidales

Zsln a

f(k) = sin(ak) F(z) =

22 —92zcosa+ 1

Polos complejos de magnitud 1:

P12 = COSa x jsina

P12 =1lla_

- p.39/79



Sinusoidales

Zsln a

f(k) = sin(ak) F(z) =

22 —92zcosa+ 1

Polos complejos de magnitud 1:

P12 = COSa x jsina

P12 =1lla_
Un resultado similar para cos(ak)
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Series Geomeétricas
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Sinusolides por exponenciales

f(t) = e’ sin(wt) F(s) =




Sinusolides por exponenciales

f(t) = e’ sin(wt) F(s) =

Polos complejos:

]71,2 — 0 jw

Re(pip) =0 Im(p12) = jw



Sinusolides por exponenciales

f(t) = e’ sin(wt) F(s) =

Polos complejos:

171,2 — 0 jw

Re(p12) =0 Im(p1o) = jw

Crece o decrece segun o



Sinusolides por exponenciales

f(t) = e’ sin(wt) F(s) =

Polos complejos:

171,2 — 0 jw

Re(p12) =0 Im(p1o) = jw

Crece o decrece segun o
Un resultado similar para e cos(wt)



Sinusolides por exponenciales




Slhusoldales por series geome-
tricas
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22 — 2bz cos a + b?



Slhusoldales por series geome-
tricas

zbsin a

f(k) = b"sin(ak) F(z)=

22 — 2bz cos a + b?

Polos complejos de magnitud b:

p12 = bcosa x jbsina

P12 =bla_



Slhusoldales por series geome-
tricas

zbsin a

f(k) = b"sin(ak) F(z)=

22 — 2bz cos a + b?

Polos complejos de magnitud b:

p12 = bcosa x jbsina

P12 =bla_

Crece 0 decrece segun |b



Slhusoldales por series geome-

tricas

f(k) = b"sin(ak) F(z)

Polos complejos de magn

zbsin a

22 — 2bz cos a + b?

1itud b:

p12 = bcosa =

- 9bsina

P12 =bla_

Crece 0 decrece segun |b
Un resultado similar para

b* cos(ak)



SlNUSOIdes Por series geometri-
Cas




Plano s




Plano 2z
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Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

T.I de Laplace de F(s) = -



Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

T.I de Laplace de F(s) = -




Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

T.I de Laplace de F(s) = -

T
o
Va

—Qa



Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

T.I de Laplace de F(s) = -
4 1

T
o
I
S|




Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

T.I. de Laplace de F(s) = >




Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

T.I. de Laplace de F(s) = >

(s—0) +w’=s"—205+ 0"+ w

—p.48/79



Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

T.I. de Laplace de F(s) = >

(s—0) +w’=s"—205+ 0"+ w

Igualando coeficientes:

20 =1yo°+w* =1
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Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

T.I. de Laplace de F(s) = >

(s—0) +w’=s"—205+ 0"+ w

Igualando coeficientes:

20 =1yo°+w* =1

c=-1/2 w*=3/4

—p.48/79



Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

T.I. de Laplace de F(s) = >




Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

T.I. de Laplace de F(s) = >

s+ 2 s+ 2

S sl (g7

F(s)



Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

T.I. de Laplace de F(s) = >

s+ 2 s+ 2

S sl (g7

F(s)

3+%+%

(NIPRETRE




Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

T.1. de Laplace de F(s) = 2

 s245+1
S+ 2 S+ 2

S+ =2+ 3
F(S): 122 23
(s+3) +3

s+ 2 V3

F(s) = = V3 :

(s+3) + (97 (s+3) +(¥P



Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

! V3
F(s) = " T2 V3 ;

(s+35) + (927 (s+3)



Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

V3
2




Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

F(s) S, S

S) = - 2 SAVAS 22

N e
Ft) = L7 {F(s)}

f(t) = et COS(?t) +V/3e 2! sin(?t)




Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

f(t) = e 2! COS(?@ +/3e 2 sin(?t)



Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

V3

V3

f(t) = e 7! COS(7?5) +V/3e 2! Sin(7t)

V3
COS \é_t I \/gsin

/3

3_
—1
2




Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

f(t) = e 2! COS(?@ +/3e 2 sin(?t)

3 3
. \/_t | \/gsingt

f(t) = e~ 2t | cos 5

Acos¢+ Bsing = Ccos(¢p + 0)

5}
C:\/A2+B2y6’:—tan_1z



Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

flt)=e"

L
2

t

: . . _
COS \g_t I \/gsin gt




Utllizacion de la tabla de parejas
de transformadas

) - -
f(t) = e 7' | cos \g_t - /3sin gt

flt)=e"

1
2

t

\/1+3005( ; t —tan = —

V3 3\




Utlilizaclion de la tabla de parejas

de transformadas

b f ﬂsmf

CO

' 3
V1 + 3cos (\Q/t tan

DO —
~

flt)=e"

f(t) = 2e~ 7 cos (?t 600)

—1




Fracciones Parciales

_()émSm+"'—|—0418+C¥0

F(s)

 Bs”

518

5o

—p.53/79



Fracciones Parciales

F(s)

_OémSm—l—"'—FOélS—FOéo

: Bps™ + -+ 18

5o

Reescribir F'(s) (F'(z))como suma de funcio-
nes mas sencillas. Expansion en Fracciones

Parciales

—p.53/79



Fracciones Parciales
1. Si1m > n entonces dividir.

28"+ s5+2

F(s) s+ 1

2s — 1




Fracciones Parciales
1. Si1m > n entonces dividir.

25° 2 3
F@%:é;+8+ =25 — 14
s+ 1 s+ 1
25° 2 3
F(s) = FrsT =25 — 14
s+ 1 s+ 1



Fracciones Parciales
2. ldentificar las raices del polinomio del

denominador p;, y sus multiplicidades r;

F(s) N{(s)

(5 = p1)"t(s = p2)2- - (s — pp)"s
k
» ri=n neselgrado de D(s)

1=1



Fracciones Parciales
3. Escribir la fraccidon como suma de de

fracciones parciales:

All Al?“

F(s) = - L
Sl P (5 —po)n
AQl L] Ak?“k
(s — p2) (s — pr)"*

4. Obtener los coeficientes A;;
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Algunas Dificultades
Obtener de las raices de D(s) (software)

Obtener los coeficientes A;;

Raices y coeficientes complejos.



A;; Multiplicidad 1

Aﬂ == {(3 — pl)F(S)}|S:pZ



A;; Multiplicidad 1

Aﬂ == {(3 — pZ)F(S)HSZPz

Fls) = i = o
VT A5+ s+2 s+




A;; Multiplicidad 1

Ail == {(5 — pZ)F(S)HSZPz

—3s + 1 All A21

F(s) = - I
(s+2)(s+4) s+2 s+4

—3s+1

A= < (s+2 >
11 {(5 )(S—|‘2)(3 + 4)) G—_9




A;; Multiplicidad 1

Ail == {(5 — pl)F(S)HSZPz

FO) = g — syt o
_(8+2)(S—|—4)_8+2|8+4
—3s+1
A = {(5 +2) >
(S + 2)(3 il 4) J ls=-2
354+ 1) —3(—2) + 1
An = | = B
(S T 4) J 1s=—2 (_2) +4

!
>



—3s

Ay = {(s+4)

(s +2)(s —

s=—4



—3s+1 °
= 4
o {<” oSl
A _<”—3s+1 _=3(=4)+1 13
PTG+ [, (42 2




—3s+1 )
- A
o {<” Grosi |,

A _<”—3s+1 _=3(=4)+1 13
PTG+ [, (42 2
F(s) — 3s+1  T/2  —13/2

VT G125 +4) s+2 0 s+4



Aij MUItlleCldad > ]

L ()}

A =
Ty — ) dsti

S=Piq



Aij MUItlleCldad > ]

Ay= e s — ) ()

= : . S — D, 0

T (= g)! dstiT ! —p,
45 — 1 A A A

F(s) = S . o 12 13

(s4+2)3 (s+2) (s+2)? | (s +2)°



Aij MUItlleCldad > ]

Ay= e s — ) ()

= : . S — D, 0

T (= g)! dstiT ! —p,
45 — 1 A A A

F(s) = S _ 11 12 13




Aij MUItlleCldad > ]

1 d 4% — 1
Alg — {(8+2)3 i }

(1) ds! (s +2)3

Alg — 88‘82_2 — 8(—2) = —16

§=—2



Aij MUItlleCldad > ]

1 d ;

Az = 7y g {(” )
A = 8s|_ ., =8(—2) = —16

1 d? :

A= 737 752 {<S +2)

S——

S=—

G=—1



Aij MUItlleCldad > ]




Raices complejas

10
F(e) —
(5) s(s? 4+ 4s + 13)
An Agy Az
F(s) = | |
(5) s—0 s—(=2+343) s—(—2—33)




Raices complejas

A11:<

f

\

10

(@ﬁﬁ

+ 45 + 13)

4s + 13)

.

(0)+13 1




Raices complejas

r | 10 \
A= (8= (=24 ]3))5(52 + 145 + 13)

i 10
ot = <\3(5 (—2 j3))} s=—2-+43
10
(=2+73)(=2+73 = (—=2—43))
10

Ay =  — 0,384 70,26
T (221 43)(56) /

S§=—



Raices complejas

Agl — <( (S — (_2 - ]3)) O }

8(82 + 145 + 13)

Azl = {5(5 (102 | j3))} s=—2—53

S=—72

(=2=73)(=2 =73 = (=2 - 73))

10
Az = . = = —U,08 = 70,20
(—2 — j3)(—76)




Raices complejas

10
s(s? 4+ 4s + 13)
10/13 ~ —0,38+ 0,26 ~ —0,38 — 50,26
T s —(=2+433)  s—(=2—33)
conjugados

F(s) =

Fls) - 10 10/13 0,775 + 3,08
VT (2445 +13) 5 S+ 4ds+ 13



Otras estrategias

Sumar fracciones parciales e igualar
coeficientes.

Las Fracciones de Polos complejos
conjugados son de la forma:

As+ B
s2+Cs+ D

- p.68/79
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F(s) = —3s + 1 - An | Aoy
VT s 42)(s+4) s+2 s+d

- AHS -+ 41411 -+ A213 -+ 2A21
(s +2)(s + 4)




F(s) = —3s + 1 - An | Aoy
VT s 42)(s+4) s+2 s+d

- AHS -+ 41411 -+ A213 -+ 2A21
(s +2)(s + 4)

(Aﬂ -+ Agl)S - (4A11 - 21421)

(s +2)(s + 4)



(s 4 2)(s + s+2 s+4
- Al S + 41411 + A218 2A21
/ (s +2)(s +4) \\\

C(An + Aa)s D+ C(4An +245) D

s+23+4




Otro Ejemplo

A1 +Ay = -3
4A11 + 245 = 1



Otro Ejemplo

A+ Ay = =3
4A11 + 24 = 1
A = 7/2 Ao = —13/2



Otro Ejemplo

F(s)

A1 +Ay = -3
4A11 + 245 = 1

AH — 7/2

—3s5+1 7/2

Agy = —13/2
- - —13/2

(s +2)(s -

-4) s+2 s+4



Otro Ejemplo

F( ) 10 AH As + b5
S) — — I
s(s? + 4s + 13) s s*+4s5+413




Otro Ejemplo

F( ) 10 AH As + b5
S) — — I
s(s? + 4s + 13) s s*+4s5+413

10 ) 10

A — > p—
! {(8)5(52 +4s+13) ) |, 13




Otro Ejemplo

F( ) 10 AH As + b5
S) — — I
s(s? + 4s + 13) s s*+4s5+413

10 ) 10

A — > p—

! {(8)5(52 +4s+13) ) |, 13

55° + 4135 + 313 + As® + Bs
s(s? + 4s + 13)

F(s) =



Ejemplo

10 _
04 A= 0

10 __
404 B =0



Ejemplo
10 _
W+A= 0
48+ B = 0
A=-10/13 B = —40/13



Ejemplo

10 —

04 A= 0

48+ B = 0
A=-10/13 B = —40/13

10/13 0,775 + 3,08
s s2 4+ 4s+ 13

F(s)



S0lucion de E.D. con lranstor-
madas

1. Aplicar la transformada (de Laplace 0 Z
segun sea el caso) a cada lado de la
Ecuacion.

- p.73/79



S0lucion de E.D. con lranstor-
madas

1. Aplicar la transformada (de Laplace 0 Z
segun sea el caso) a cada lado de la
Ecuacion.

2. Despejar la transformada de la funcion
desconocida.

- p.73/79



S0lucion de E.D. con lranstor-

madas
1. Aplicar la transformada (de Laplace 0 Z

segun sea el caso) a cada lado de la
Ecuacion.

2. Despejar la transformada de la funcion
desconocida.

3. Aplicar la transformada inversa (de
Laplace 0 Z segun sea el caso) a la
funcion desconocida.

- p.73/79



Ejemplo

y(k+2)+3y(k+ 1)+ 2y(k) = du(k)

y(0) = -1 y(1) =2



Ejemplo

y(k+2)+3y(k+ 1)+ 2y(k) = du(k)

y(0) =—-1 y(1) =2
Z{y(k+2)+3y(k+1)+2y(k)} = Z{5u(k)}



Ejemplo

y(k+2)+3y(k+ 1)+ 2y(k) = 5u(k)

y(0) =—-1 y(1) =2
Z{y(k+2)+3y(k+1)+2y(k)} = Z{5u(k)}
Z{ylk+2)} +3Z{y(k + 1)} +2Z {y(k)}

=5Z{u(k)}



Ejemplo

[ZQY(Z) — 2°y(0) — zy(l)} +

312Y(2) — zy(0)] + 2Y (2) = 5Z - 1



Ejemplo

2°Y (2) — 2°y(0) — zy(1)] +

312Y(2) — zy(0)] + 2Y (2) = 5z -

Remplazando las C.I.
27Y(2) + 27 — 22)| +

312Y(2) + 2| +2Y(2) = 52 i 1




Ejemplo

Y(z) [z2+32+2} +2°—22+32=5 -

z—1



Ejemplo

Y(z) [z2+3z+2} +2°—22+32=5

z—1
< 9

Y(2) [z 4+3242] =5 24— 2z
z—1




Ejemplo

Y(z) [z2+3z+2}+22—22+3z:5 Zl
Z_
Y(2) [z 4+3242] =5 Zl o — 7
Z_
—2° +62

Y(z) [2° +32+2] = —



Ejemplo

Y(z) [z2+3z+2} +2°—22+32=5

z —
Y(2) [z 4+3242] =5 Zl o — 7

Z_
3

— 6

Y(z) [22+32+2] = — T

z — 1
—2° + 62

Y(z) =

(z—1)(z4+1)(z+2)









— 2% + 62
(z—1D)(z+1)(z+2)
An Asy Az

z—1 2z4+1 2472
¢ Cual seria la transformada inversa de cada

fraccion?



— 2% + 62
(z—1D)(z+1)(z+2)
An Asy Az

z—1 2z4+1 2472
¢ Cual seria la transformada inversa de cada
fraccion?
Un pegueno truco...






Ejemplo
Y(z) —2* + 6

2 (z—1D(z+1)(z+2)
An Ao Az

21 z+1'z+2

\

y __{ — 2216 > B
YT+ D(z+2) B




Ejemplo

Y(z) —2°+6

2 (z—1D(z+1)(z+2)

o )
An—{ 246 ] _




Ejemplo

Y(z) —2°+6

2 (z—1D(z+1)(z+2)







Y(2) —2%+6
z  (z=DE+1D(E=+2)
3 =9 2
__6 2 . _3
z—1 z+1 2z+72
5 5 2
22 =22 22
Yiz)=_0"_ 4y 2% | 3

- p.79/79
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